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The scholar notion of angle has played an ambiguous role in the school, its definitions,
characterizations and applications can be found in subjects like mathematics, physics and
technical drawing. The school tradition assumes that when it is defined, characterized, its
typology is exposed and the concept is manipulated in the class of mathematics, its use,
application or interpretation in other subjects must not represent a difficulty for the students.
Contrary to what is assumed, it is in this other subjects where the most common conflicts can
be located in the managing of this notion.

The nature of the angle concept has been a topic of debate for more than 2000 years and the
discussion still does not end (Matos, 1990). Probably for it there is no only one accepted
definition in the mathematical community and its didactic transposition by no means turns into
a trivial process.

On the base of an a priori analysis, guided by the didactic engineering on the setting of the
Theory of didactic situations framework, we have designed a didactic sequence that
contemplate on the cognitive component the Mitchelmore & White (2000) abstraction model
and on the epistemological component the qualitative nature (for its form), quantitative (for its
measurement) and as a relation (for how it is defined) nature of the angle notion that is
managed on the basic-secondary level from the Mexican educative system. The didactic
component recovers some possible effects of the school speech on the meanings related with
the angular measurement versus length measurement, in the same way as the construction and
meanings of notions such as portion/proportion, basic figures like the square, the equilateral
triangle, the isosceles straight triangle, the scalene straight triangle, the use of the protractor as
a measurement scholar instrument, etc, but basically the design breaks with the scholar
planning that guides on the work of this notion.

This work presents on its different parts, how the concept of angle is approach in the school
speech, some of the previous investigations where the misconceptions of the concept are
presented, the theory that supports our project research, the proposal with the design of the

didactic sequence and the results analyzed on the base of the setting of the theory of reference.
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Después de 11 afios de haber impartido la materia de Dibujo Técnico en 1° de Secundaria, mi hija, de 12 afios de edad,
ingresa a secundaria y una de las materias que cursa, es Dibujo Técnico.

Hace un par de dias, le dejaron de tarea terminar una limina:

Grr==S>

Las dos primeras partes de la limina ya estaban terminadas. En ellas trazé lineas
horizontales y verticales. La tarea consistia en terminar las dos dltimas cuartas partes
con lineas “inclinadas” (as{ lo mencioné ella). Sin embargo, me explicé que debia

utilizar una de las escuadras.

Me pregunt6 si tenfamos escuadras en la casa, pues olvid6 en el Colegio las suyas. Le
pregunté cudl escuadra necesitaba y me contesté: “La chica”.
Le mostré un juego de escuadras grande. Le pregunté:
<7 - ¢Cual de estas dos necesitas?, y ella contesto:
&? - La chica (tomando la de 45°)

Le mostré una escuadra de 30° de un juego pequefio, de bolsillo. Y le dije:

- Esta es mas chica, ¢no te sirve esta?
Ella me contesté que no, incluso se molesté. Me explicd que, de un juego de escuadras, ella necesitaba la “chica”, la que
forma un cuadrado perfecto. Y volteando la escuadra sobre uno de sus lados, en este caso la hipotenusa, me mostré

cémo se formarifa el cuadrado perfecto:

k
me mostré diciendo: - “algo as{”

= 4

Posteriormente me explicé lo que debia hacer con esa escuadra. Tenfa que trazar lineas “inclinadas”. 'Y

S —7 S

Le expliqué que entonces necesitarfa la regla “I”. Y me pregunté que para qué.
En conclusion, creo que los problemas en la aplicacién de angulos en esta materia persiste ya que el alumno desconoce

la presencia de ellos en estos instrumentos de geometria.
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La nocion escolar de angulo ha jugado un papel ambiguo en la escuela, sus definiciones,
caracterizaciones y aplicaciones pueden encontrarse en asignaturas como matematicas, fisica y
dibujo técnico. La tradicién escolar asume que cuando se define, se caracteriza, se expone su
tipologia y se manipula el concepto en la clase de matematicas, su uso, aplicaciéon o
interpretacién en otras asignaturas no debiera representar una dificultad para los estudiantes.
Contrario a esto, es en las otras asignaturas donde se pueden localizar los conflictos mas
comunes en el manejo de esta nocion.
Como tema, el angulo se aborda por primera vez en el salén de clases en el 4° Grado de la
Educacion Primaria. Es un concepto en cuyo aprendizaje se han detectado diversas
dificultades por parte del estudiante y éstas han sido de interés en diversas investigaciones.
Bosch, Ferrari, Marvan y Rodriguez (2003)' sefialaron ya que:
E/ programa de primaria contempla la necesidad de hacer un amplio trabajo de familiarizacion con
conceptos como longitud, distancia, superficie, volumen, capacidad y peso, asi como la necesidad de que el
aprendizaje de las correspondientes mediciones se lleve a cabo en forma gradual y panlatina. Sin
embargo, en el caso de los dngulos, no se sigue esta norma.
Incluso sefiala como indicativo que en la educacién primaria, del programa de matematicas que
tiene 258 temas o subtemas llamados “contenidos’, distribuidos a lo largo de los seis afios, 83
pertenecen al eje de medicién y, de éstos, solo 2 tratan con angulos.
Cuando en 4° grado de primaria aparece por primera vez la nocién de angulo se le atiende de
forma muy breve y se retoma explicitamente como tema hasta el 1° de secundaria. En los
textos de 5° y 6° el angulo llega a presentarse en la construccién de poligonos regulares e

irregulares, pero se le usa como un elemento de los mismos, no como un tema particular.
bl bl
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) - 0, SEP (1994), Matematicas 4° de primaria. Educacion bisica. Primaria,
México.
Este texto, dirigido al 4° de primaria, aborda la nocién de angulo en tres lecciones:
La vuelta al mundo

La vuelta al mundo en 360°

El Cazador

En todas ellas se maneja el concepto de angulo a través de “partes de vuelta™

Y4 de vuelta, 1/8 de vuelta,
1/8 de vuelta Y2 de vuelta, % de vuelta,
etc.

Fig. 1

Posteriormente se relaciona cada parte con la medida correspondiente a cada angulo utilizando

tres tamanos diferentes:



1/8 de vuelta 1/8 de vuelta
1/8 de vuelta
Fig. 2
Medida del angulo en:
Vueltas Tmloe
1/8 45°
1 /4 90°
3/8 135°
1/2 180°
5/8 225°
3/4 270°

Fig. 3

Finalmente aumenta el nimero de vueltas hasta 12, e incluso relaciona los giros con los

realizados por las manecillas de un reloj:

1/12 de vuelta

Fig. 4



Con esta actividad se suspende el manejo de angulos en los textos

gratuitos editados por la SEP. Pero en los libros de texto que llegan a

Guia escolar

escuelas privadas encontramos otras actividades, que amplian el trabajo

con angulos a su tipologia y medicion usando transportador.

Samtiliana

h& ( ,(2001). Guia Escolar 4°. Nueva Edicion. Santillana primatia, México. pp.152

Este texto inicia con la definiciéon de angulo como:

C # 1/ <, +# 2
, , # ' . C #

Posteriormente presenta el transportador como instrumento para medirlo y se presenta la

clasificacion del angulo en:
Agudo
Recto

Obtuso



Lado
45°

Lado B

4

Vértice

Un angulo se compone de 2 lados y un vértice.

El grado es la unidad de medida de los angulos.

Se expresa asi: °

Por ejemplo: 45°

Centro del transportador

Los angulos por su medida se clasifican en:

)# : Mis de 90° y
# :Menor de 90° . 90°
menos de 180°
Fig. 5
| MATEMATIGAS 6
C,- - ((2004). Matemiticas 6°. Publicaciones Cultural, México. pp. 55

Este otro texto inicia con la definiciéon de angulo como:




. ,) # "# "
VY o E (I N

#O# #

En este mismo texto podemos encontrar también, referencia al angulo como giro:

“Para describir un giro con exactitud debemos atender a tres factores:
La amplitud del giro, esto es, la medida del angulo que va a girar.
E/ centro del giro, esto es, el punto alrededor del que va a girar.

E/ sentido del giro, que puede ser el mismo que el de las agujas del reloj o el contrario”

Es comun encontrar también actividades que involucran el concepto de angulo como parte de
los diferentes poligonos, buscando que el alumno los identifique de acuerdo a la clasificacion

estudiada:

B #

Rectos

Agudos

Obtusos

Fig. 6

Por ejemplo, en este cuadro, el alumno debe identificar angulos rectos, agudos y obtusos

dentro de las diferentes figuras que se le presentan.

< # * 3C #

Con base a la Reforma Educativa de 1993, en 1° de secundaria, se aborda el tema de

“Medicion y Célculo Geométrico”. Para este tema El Libro para el Maestro de Educacién

Secundaria, editado por la SEP (1993), menciona:



La medicion juega un papel central en la ensenanza de la geometria porque ayuda a comprender su
utilidad en la vida cotidiana, al mismo tiempo que desarrolla nociones y habilidades necesarias para el
aprendizaje de esta disciplina. ...

... Deberdn asimismo disenarse actividades para que desarrolle y afine la nocion de dngulo, se
adquiera familiaridad con los distintos tipos de dngulos que puedan presentarse (agudos, rectos,
obtusos, etc) y se utilice el transportador para medirlos, asi como en la reproduccion y trazado de
Sfiguras.

...Por ejemplo, una actividad interesante es que al intentar reproducir un poligono o fabricar el plano
de un terreno irregular de lados rectos, los alumnos se percaten de que ademds de los lados, necesitan

medirse los angulos. ..

Y se proponen ejercicios como los siguientes:

1. Mide con tu transportador los angulos:

En este nivel, encontramos también algunas definiciones con respecto a la nocién de angulo.

Algunas de ellas son:



Semirrecta CM

M,
Lado CM
Vértice C® — Y ) —>
Tado CA £ Semirrecta CA
Fig. 7

“Un dngulo es la porcion del plano comprendido entre dos semirrectas que tienen el mismo origen. Las
semirrectas que lo forman se llaman lados del dngulo y el punto comiin, vértice”

“Para medir dngulos se utiliza como unidad principal el grado. El grado es igual a una de las 360
partes iguales en que se divide la circunferencia.

Los dngulos se pueden medir con mds exactitud si se emplean otras unidades mds pequeiias que el

grado, éstas son el minuto y el segundo”.

En la reciente Reforma de la Educacion Secundaria RES (2006), uno de los propésitos del estudio
de las Matematicas en el eje que nos compete (Formna, espacio y medida), es el favorecer de modo
especial el desarrollo de la competencia de argumentacion, tomando como base las propiedades de la fignra.
Finalmente, la comprension de los diversos conceptos matematicos deberd sustentarse en actividades que pongan
en _juego la intuicion, pero a la vex favorezcan el uso de herramientas matematicas para ampliar, reformular o
rechazar ideas previas.”

En este programa, el concepto de angulo se plantea de forma diferente al plan anterior ya que
mientras en el 93 se pretendia que el alumno midiera con el transportador, afinara el concepto
y lo aplicara en la reproduccién de figuras, ahora la medicién y el concepto se manejan de
forma implicita involucrando al concepto para trabajar diferentes temas como simetria,

mediatrices, bisectrices, construccioén de figuras planas, etc.

10: % ""4( Programa RES 2006 de Matematicas. - " &/
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Podria decirse que en este nivel de su educacion (secundaria), el alumno ya esta familiarizado
con lo que es un angulo y sus cualidades. Sin embargo, al impartir la materia de Dibujo
Técnico donde el alumno debe manejar el juego de geometria para la construccion y trazo de
diferentes figuras, hemos encontrado que enfrenta conflictos en el manejo de las escuadras y el

transportador.

ESCUADRA DE 30° Y 60°

ESCUADRA DE 45° I

Fig. 8

El juego de escuadras esta conformado por la escuadra de 30 y 60 grados, y la escuadra de 45°.

Inicialmente el alumno debe identificar en ellas los diferentes angulos:



45

Fig. 9

Posteriormente debera trabajar el trazo de paralelas con diferente inclinaciéon para después
aplicarlo en el dibujo de diferentes proyecciones caballeras e isométricas.
Cuando supuestamente el alumno identificaba los angulos, se presentaban los siguientes

conflictos que evidencian la falta de comprension y analisis de los angulos.

- “Trazar paralelas a 45°”

# , #1  :Con cuil escuadra? , :Con la chica o con la grande?
En nuestra opinién esta pregunta del alumno habla de una dificultad para identificar los
angulos o para asociarlos con las caracteristicas de cada escuadra.
Si este es un juego de escuadras, el alumno observa las longitudes de los lados y determina que

“la chica” es la de 45° y “la grande” la de 30 y 60 grados.



“Escuadra Grande”

“Escuadra Chica”

ESCUADRA DE 45°

ESCUADRA DE 30°Y 60°

Fig. 10

Esta forma de identificar los angulos en las escuadras, lleva al estudiante a depender del
tamafio de las mismas. Asi, no es de sorprender que el estudiante tenga problemas para
resolver ciertos ejercicios cuando tiene dos escuadras de diferentes juegos geométricos y la de

30° y 60° es mas pequefia que la escuadra de 45°.

ESCUADRA DE 30° y 60° ESCUADRA DE 45°

Fig. 11



ESCUADRA DE 30° Y 60° I ESCUADRA DE 30°y 60° I

Fig. 12

Por lo tanto, el titulo de “chica” o “grande” no determina el tipo de escuadra. Deberfa
determinarlo sus angulos interiores. De manera que el alumno sea capaz de identificarlas

independientemente de su tamafio.

0

- “Trazar paralelas a 45

El alumno coloca la hoja en la que va a trabajar sobre su tabla de trabajo, alineandola con la

regla “I”” como se muestra en la fig. 13.



Hoja y regla “T”
alineadas.

Fig. 13

Se le pide al alumno que trace lineas paralelas a 45°. Si el alumno identifica la escuadra, el
conflicto puedes ser otro ahora. El estudiante supone que con sélo utilizar la escuadra de 45°
cumplira con la instruccion, independientemente de como la utilice. Identificar el angulo de

45° en una escuadra, no asegura el trazado de un angulo de 45°.

Fig. 14

La imagen anterior nos muestra que el alumno no identifica que el angulo de 45° es con
g q q g

respecto a la base de la escuadra:



Y no con respecto a la horizontal, pues ¢l no percibe esa linea “imaginaria”

Esas lineas, por lo tanto, estan trazadas a un angulo mayor de 45°. Esto nos habla de la falta de



referentes para construir la nocién de angulo o de un cierto obstaculo al considerar al angulo

s6lo como “esquina de la escuadra”.

- “Trazar un pentagono regular inscrito en una circunferencia”

0, , #1  :Por qué en lugar de obtener un pentigono, obtengo un hexagono?

La mayorfa de los alumnos determinan que deben trazar una circunferencia con un angulo
central de 72° (360° / 5 = 72°), pata lo cual deberan utilizar el transportador. Sin embargo, el
conflicto se presenta a partir del uso que algunos estudiantes le dan al transportador. Primero
ubican los 70° y entonces buscan 2° sin hacer distincién del sentido (izquierda o derecha)

donde los ubiquen. Asi, pueden localizar 72° o 68°.

Fig. 17

La graduacion del transportador crece y decrece en ambas direcciones. La graduacion interna,
crece de derecha a izquierda, mientras que la graduacion externa crece de izquierda a derecha.

Y el alumno no identifica en qué sentido estd midiendo el angulo buscado.



Fig. 18

Fig. 19



El error en la medicién, origina un poligono irregular y de 6 lados, como el que se presenta en

la siguiente figura:

[
o
]
o
]
]
o
]
]
o
[}

o

o———

Fig. 20

Esto nos demuestra, que el alumno no identifica de dénde a donde esta midiendo los grados.
bl
Es decir, en general observamos la ausencia de “sentido o direccion” para localizar un angulo,

usando el transportador.

- “Trazar un pentagono regular inscrito en una circunferencia”
0, - | Ubica el transportador de tal manera que el borde del mismo
coincida con el borde de la circunferencia, es decir, pretende medir el angulo como si se tratara

de un regla graduada.

Fig. 21






La naturaleza del concepto de angulo ha sido tema de debate por mas de 2000 afios y la
discusién atn no termina (Matos, 1990). Quiza por ello no hay una tnica definicién aceptada
por la comunidad matematica y su transposicion didactica de ninguna manera se convierte en
un proceso trivial. Michelmore y White (2000) han llamado a esta peculiaridad la naturaleza
multifacética del concepto de angulo, donde cada faceta se conforma por el conjunto de
contextos relacionados donde  se localiza al angulo en situaciones fisicas. Para estos autores,
las diversas definiciones que se pueden localizar en los libros de texto obedecen a su ajuste a
diferentes estructuras matematicas formales, pero el hecho de que ninguna definicién parezca
coincidir con todos los contextos fisicos del angulo enfatiza la dificultad de formar un
concepto general estandar.

El trabajo de Michelmore y White, reporta una investigacién realizada con alumnos de 4°
grado explorando el descubrimiento del concepto de angulo. Este trabajo expone, que las
longitudes y los angulos son dos conceptos basicos que utilizamos con frecuencia para analizar
nuestro ambiente espacial y también son fundamentales en el estudio de la geometria. Sin
embargo, el concepto de longitud parece dominarse en primaria mientras que el concepto de
angulo causa severas dificultades en la educacion secundaria (Close, 1982; Michelmore, 1983).
La dificultad para los docentes es el determinar qué definiciéon de angulo es conveniente
utilizar. En la escuela hay algunas que son mas sugeridas en los textos: vueltas, la unién de dos
rayos con un punto comun o la interseccion de dos medios planos (Close, 1982; Krainer,
1989).

En el trabajo realizado, se utilizan seis diferentes contextos:

? E 1
# ', # Giros Giros del cuerpo
Rebotes Como los de un grillo
, # ', # Bisagras Tijeras
Vueltas Como en los caminos
A#+ 1 Pendientes Colinas
Esquinas planas Mosaicos




La primera columna se refiere a las ideas que hacen que posteriormente se agrupen dichos
contextos por las caracteristicas que los relacionan o los hacen diferentes.

36 alumnos de 4° grado (9.6 afios de edad en promedio) en dos escuelas de Sydney Australia
fueron entrevistados mostrandoles modelos de los seis contextos expuestos anteriormente. Se
buscé encontrar definiciones por parte de los estudiantes para cada uno de los contextos,
determinar modelos abstractos para cada uno de los contextos, encontrar similitudes entre
ellos y, finalmente, definiciones formales del concepto de angulo.

Los resultados obtenidos demostraron que la mayoria de los alumnos son capaces de
reconocer el angulo en los diferentes contextos a excepcion de las vueltas extremas utilizadas
en los diferentes caminos pues no resultan ser muy familiares para ellos. Sin embargo ignoran
con frecuencia las caracteristicas y cualidades comunes del angulo en estos contextos lo que no
le permite generar un concepto formal que represente ese concepto. Es decir, le es dificil
definirlo.

La mayor dificultad en aprender a identificar fisicamente una situaciéon en donde se presente el
concepto de angulo, y especificamente modelarla, tiene que ver con la identificacion de las dos

lineas que forman el angulo:

Angulos con dos lineas visibles Bisagras y esquinas
Angulos con una linea visible Pendientes y curvas o recodos
Angulos con las dos lineas Giros y rebotes
invisibles

Los resultados de esta investigacién, confirman la dificultad existente en los alumnos de
identificar al angulo, especialmente cuando dos de sus lineas no son visibles. Como es el caso
de los giros o las curvas o recodos. Sin embargo, es clara la importancia de que el alumno se
familiarice en un primer momento, con las diferentes modelizaciones del angulo, y que las

identifique primeramente dentro de un contexto mas familiar para él. De tal manera que



paulatinamente pueda abstraerlo hasta llegar a la construccién del concepto. La familiaridad,
similitud y rectificaciéon en el aprendizaje de este concepto son fundamentales especialmente

tratandose de un concepto multifacético.

Para esta investigacion realizada por Miclelmore y White, utilizaron un Marco Tedrico que

explicaré con mayor detalle en la componente cognitiva del capitulo posterior.

Por su parte, Casas (2000) sefala que e/ concepto de dngnlo estd leno de matices y dificultades; comprender
como se origina, se interioriya_y se relaciona con otros conceptos matematicos no es tarea facil. Y argumenta
por qué la comprension de este concepto es vital para el desarrollo matematico del estudiante:
....Creemos que su principal interés radica en que, siendo un concepto aparentemente tan simple,
estd en la base, primero de la percepcion espacial del mundo que nos rodea, y después, de muchos
conocimientos en geometria. Como la mayor parte de los conceptos a los que llamamos “simples”

resulta ser un concepto difici/ de aprender y, por lo tanto, de enseiar. (pag. 209)

Sin embargo, como ya lo comentamos en el capitulo anterior, también es una pieza clave en el
desarrollo del pensamiento geométrico-espacial.
En un estudio realizado sobre la inclinacién del sol en términos de angulo con alumnos de
tercero y cuarto de primaria, Douek (1998) reporta dificultades para lograr la conexion entre
inclinacion y el angulo existente entre las lineas que representan los rayos del sol y su
proyeccion horizontal con el plano. Pareciera que / , *  0#

N | / , / C #, , lo cual se considera generador de
conflictos en el estudio de la trigonometria.
De acuerdo con estas investigaciones, la problematica inicia desde el nivel basico donde el
alumno tiene diversos problemas para conceptualizarlo y se agudiza atin mas en la secundaria
cuando necesita utilizarlo en la construccién de otros conocimientos como por ejemplo en la
Trigonometria. Y es que al alumno no se le ha permitido construir su propio conocimiento o
su propio concepto de angulo pues existe una ruptura importante entre las imagenes que el
alumno se ha creado del concepto, con las definiciones formales expuestas en los libros de

texto y por el docente, Tall y Vinner (1981, citado por Casas, 2002).



DEFINICION DEL
CONCEPTO
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Fig. 22

Como parte de su investigacion Casas (2000) clasifica las diferentes definiciones del concepto
de angulo y considera las imdgenes del concepto que el alumno asocia a ellas. Casas presenta tres

categorias:

La porcién de plano
comprendida entre dos lineas
que se cortan.

Fig. 23

l"



La unién de dos rayos
O semirrectas.

Fig. 24

La cantidad de inclinacién o giro
entre dos lineas que se unen
en un punto.

Y
., <
- )
, %
" $
%

Fig. 25

Y senala que éstas a su vez, pueden encontrarse en dos concepciones aun mas amplias como
serfa el angulo estatico y el angulo dinamico pero, lo mas importante, es que concluye diciendo

que:



...la cuestion mds importante, no es encontrar una definicion de dngulo adecuada, sino tratar de que sea
el alumno el que construya su propio concepto de dngulo. Y que lo construya a partir de las situaciones

angulares que se le presentan y va manipulando a lo largo de su escolaridad. (pag. 209).
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En la ensefianza de las matematicas encontramos, de acuerdo a la Teorfa desarrollada por Guy

Brousseau, tres componentes que interactian cotidianamente:

Saber
A ensefiar

Epistemologia

Profesor
Diddctica

MCognicién
Fig. 26
A) La componente -, representado por el #Y  quien se encuentra inmerso

dentro de este contexto, y quien requiere construir y hacer suyo el conocimiento en
juego.

B) Lacomponente / ¥ *  delconceptoo ) F  que tiene su propia
naturaleza y que se ha desarrollado o construido a lo largo de la historia.

C) La componente C § representado porel / 0 quien actua como facilitador

en la construccion que el alumno hace del conocimiento en juego.

En nuestro estudio, el saber a ensefiar lo constituye la nocion escolar de angulo y mas adelante
explicaremos cémo se desarrollé este concepto a lo largo de la historia desde las primeras
culturas hasta nuestros dfas. Esto no sélo para ilustrar su importancia historica, sino que nos
permitira entender su naturaleza, sus significados de origen y el por qué se le considera un

concepto multifacético.
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Por otro lado, el alumno tiene sus propios elementos cognitivos por lo que Mitchelmore y
White (2000) explican la necesidad de crear situaciones que le permitan familiarizarse con el
concepto en contextos propios de su espacio para que, por abstracciones sucesivas, pueda
finalmente construir el concepto de angulo, pero siempre trabajando sus diversas facetas.

Finalmente, a través de la componente didactica podemos acercarnos al docente y su discurso
en clase, al tratamiento que en programas oficiales y libros de texto se le ha dado al

conocimiento, tal y como lo mencionamos en capitulos anteriores.

En la teoria de Situaciones Did4cticas de Brousseau, intervienen estos tres elementos donde el
profesor facilita el medio en el cual el estudiante debiera construir su conocimiento. De esta
manera, una situaciéon didactica es la organizacién del medio (por parte del profesor) para que
el estudiante aprenda algo y las relaciones entre los actores del sistema (triangulo) didactico se

caracterizan por los contratos didactico, pedagogico y escolar.

( 1 (

Michelmore y White (2000), fundamentaron su investigacién en teorfas de abstraccién muy
relacionadas con los estudios de Piaget. Bajo esta teorfa se reporta que los nifios reconocen
progresivamente, con detalle, similitudes entre sus diferentes experiencias donde el angulo esta
presente, posteriormente se clasifican en situaciones especificas, después en contextos

generales hasta llegar a la abstraccion del concepto e incluso definirlo:

Experiencias cotidianas donde el angulo estd
presente.

.

Clasificacién de situaciones especificas I

.

Contextos generales buscando similitudes y
relaciones.

.

Abstraccion y definicion.
Concepto.

13



Esta Teorfa de la abstraccion y del Conocimiento Situado sugiere, que el alumno ira
perfeccionando su concepto de angulo, al mismo tiempo que madura en su desarrollo
cognitivo. El concepto se va construyendo a medida que se van abstrayendo las propiedades
invariantes del objeto. Primero se buscarin y analizaran las semejanzas y diferencias
encontradas en diversas situaciones para después abstraer aquello que no cambia y que es
constante en todos ellos. Sin embargo, para formar un concepto, se necesita un cierto nimero
de experiencias que tengan algo en comun.

Michelmore y White proponen la construccioén del concepto de angulo mediante abstracciones

progresivas manejando tres etapas:

(5 Situaciones del Concepto de angulo

En esta etapa se trabajan situaciones cotidianas del alumno en donde el angulo esta

comunmente involuctrado:
Tijeras
Tejas
Cruces
Carrusel
Resbaladillas
Colinas
Techos
Puntas de lapices

Palos inclinados.
Y, dentro de esta misma etapa, el alumno va evolucionando en la medida en que poco a poco
va generalizando cuando las similitudes iniciales cambian poniendo mas atenciéon en las

situaciones fisicas y en las acciones involucradas.

14



(< Contextos del concepto de angulo

En esta etapa, el alumno empieza a clasificar las diferentes situaciones donde se presenta el
angulo, en diferentes contextos. Por ejemplo, de las situaciones mencionadas anteriormente, las

colinas y los techos podrian considerarse dentro del contexto de las pendientes:

?
Pendientes Colinas
Techos
Giros Carrusel
Giros del Cuerpo
Bisagras Tijeras
Cruces

Para hacer esta clasificacion, el estudiante debe encontrar similitudes y diferencias que le

permitan ubicar las diversas situaciones en un contexto en particular.

(6 Abstraccion del concepto de angulo

En esta ultima etapa, el alumno busca similitudes entre los diferentes contextos. Y esto es el
principio de la construccion inicial y elemental del concepto matematico de angulo. Este

proceso requiere de abstracciones paulatinas.

Las tres etapas estudiadas, podrian resumirse de la siguiente manera:
Similitudes entre experiencias son abstraidas para formar sitnaciones del concepto de
dngnlo
Similitudes entre situaciones del concepto de angulo son abstraidas para formar contextos
del concepto de dngnlo

Similitudes de contextos del concepto de dngulo son abstraides para formar abstractos

conceptos de angulo. (pag. 218)

3( 1 E (

En el trabajo desarrollado por Casas (2000) se consideraron algunos elementos histéricos de la

nocion de angulo como parte de los antecedentes de su investigacidon, centrado principalmente
Sy
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en los articulos publicados por Matos (1990 y 1991). Sin embargo, estos elementos no se
consideraron como parte del fenémeno didactico, ni como elemento explicativo de los
conflictos del estudiante.

Igualmente podemos encontrar en Michelmore y White (1995 y 2000) una explicacion en el
plano cognitivo, considerando que la cogniciéon es situada, relacionada con el plano de lo
didactico (el producto de la transposicion didactica), pero deja fuera de su explicacion el papel
que juega el conocimiento matematico involucrado, es decir, la naturaleza epistemoldgica de la
nocién de angulo.

Estas dos investigaciones manejan / / , dos elementos del | C : La

componente Cognitiva (Michelmore y White) y la componente epistemologica (Casas).

/A
B C

pistemologia

Saber
A ensefiar

Cognicién

Consideramos que es factible identificar elementos sobre la naturaleza epistemoldgica del
concepto de angulo a partir de los aportes de Matos (1990 y 1991), tomando en cuenta no

s6lo el devenir historico, sino las etapas de construccion.
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Cultura Antiguo Babilonios Aristoteles
Neolitica > Egipto > >
Préculos India 'y Apolonio Euclides
< China < de <
Pérgamo
Albertus Peletier
» Magnus >
Fig. 28

Matos hizo un recuento historico del concepto de angulo con el objetivo de entender cémo se
concebfia el angulo, las propiedades que se le atribufan, asi como los problemas que se resolvian
e incluso los que no, usando el concepto. De su estudio podemos extraer etapas en la

construccién del concepto:

Uso

41

Definicién-Clasificacién

4L

Discusion de su Naturaleza

Aunque sobre ésta ultima, la discusion de su naturaleza, Matos no reporta un consenso de la

comunidad cientifica.
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Queremos hacer una diferencia entre el término #so y el término aplicacion. Por la primera
entenderemos que el angulo juega un papel importante en ciertas actividades, pero al nivel de
nocién que aun no se define o no se identifica como concepto, mientras que aplicacion se

refiere a llevar el concepto formal a la situaciéon que lo requiera.

En las primeras culturas, no existia la
Nocién de angulo, pero se manejaba la
, * yh * de sus

construcciones con base a los astros.

Fig. 29

En ese sentido, el uso de la nocién de angulo adquiere importancia significativa pues, en un
escenario escolar, el estudiante podria construir concepciones intuitivas que caractericen al
angulo.

La construccion y la astronomia fueron escenarios apropiados para el uso de la nociéon de
angulo, aunque subyacente en la znclinacion de las construcciones y la direccion de los cuerpos
celestes, aportaron un significado que mas tarde se representarfa por medio de objetos

geométricos.

Fueron los Babilonios quienes manejaron la

Nocién de tiempo y espacio dividiéndolo en
360°

Fig. 30

Los mayas, de la época precolombina, combinaron ambas actividades al construir sus
edificaciones con el proposito de escenificar fendémenos celestes de la Tierra, como el castillo
de Chichen Itza, donde se observa el descenso de Kukulkan, serpiente formada por las
sombras que se crean en los vértices del edificio durante los solsticios. Las cuatro escaleras del

edificio suman 365 peldafos, equivalente a los dfas del afio.
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Fig. 31

Dentro de los muchos propésitos que la astronomia tuvo en las diferentes culturas, como la
babilénica, la hindd, la china, la maya, entre otras, se dieron importantes avances en la
medicion del tiempo. De forma natural el primer referente para medir el tiempo fue el cambio
noche-dia, en consecuencia la atencién fue puesta en los movimientos de la luna y el sol. Sin
embargo, estos fenémenos fueron insuficientes muy pronto para determinar las épocas
apropiadas para las actividades tipicas de cada comunidad (agricultura, pesca, navegacion,
comercio) y comenzdé la observacion y el registro de los cambios en la posicion de las estrellas
y los planetas, para lo cual fue necesario construir herramientas y referentes mas precisos.

Algunas de las aportaciones mas notorias de la practica astronémica a la geometrfa-
trigonometria son la division del circulo en 360 partes, las tablas de arcos-cuerdas equivalentes
a las tablas trigonométricas actuales y los datos sobre la posiciéon de los astros, que mas

adelante servirfan para la validacion de los primeros modelos geométricos.

< 0 * o+ #* ) #o, . , / C #

Los griegos fueron los primeros en tener una palabra para angulo y antes de Aristoteles (384-
322 antes de nuestra era) ya se distinguia entre los angulos agudo, recto y obtuso. A partir del
periodo clasico griego, el angulo encuentra definiciones, caracterizaciones y categorizaciones
cada vez mas precisas y amplias. Lo que importa sefialar es que toda la discusion se propicia en
un terreno filoséfico-matematico, mas que en el de los #sos practicos.

Matos (1990 y 1992) ha descrito con precision y detalle el devenir histérico del concepto de
angulo, pero para efectos de este escrito sintetizaremos los momentos mas relevantes respecto
de su definiciéon y la discusiéon sobre la naturaleza. Nuestro proposito es dar luz de los
significados que actualmente viven y los que se han perdido en el discurso matematico escolar,

exclusivamente de los denominados angulos rectilineos. De los angulos curvilineos o mixtos



mencionaremos que desde los primeros griegos hasta el siglo XVI se mantuvo la discusion
para intentar caracterizarlos, al igual que los rectilineos, como cualidad, cantidad o relacion, y
que fue Peletier (1517 -1582) quien sostuvo que:

Un dngulo de contacto no es un dngulo en lo absoluto;...que el contacto de dos circulos, no es una

cantidad;. . .que el contacto de nna linea con un circulo tampoco es nna cantidad. . .[Heath, 1926]

A

c
Fig. 32

Un problema central en la discusién de Aristételes (384 - 322" sobre los objetos geométricos
era determinar su naturaleza. La longitud, por ejemplo era una cantidad; el paralelismo, era una

relacién, y el triangulo una cualidad.

3E
Longitud Cantidad
Paralelismo Relaciéon
Triangulo Cualidad

El angulo llano (dos rectos) y el circulo eran tipos de figuras para él. Se presume que para

Aristoteles el angulo era una cualidad, definido en algunos escritos como /a deflexion o la fractura

de una linea (Matos, 1990).

Desviaciér o rompimiento Fig. 33

Por otro lado, las definiciones 8 y 9 del Libro I en los Elementos de Euclides ( 300 a. n. e.)
establecen que un dngulo plano es la inclinacion mutua de dos lineas que se encuentran una a otra en un

Pplano y no estin en linea recta... Cuando las lineas que comprenden al angulo son rectas, el angnlo se llama

rectilineo’

! Citado por Matos (1991)
2 antes de nuestra era (a.n.e)
% Traduccién tomada de http://www.euclides.org/menu/elements_esp/01/definicioneslibrol.htm



Inclinacién entre las lineas

[Tz} [T9et)

ry'p

»d
Ll |

Angulo rectilineo
Fig. 34
Y de la definicién 10 a la 12 hace una categorizacion de los angulos de acuerdo a su tamafio.
De las dos primeras definiciones se puede deducir que para Euclides el angulo se define por
dos rectas particulares, pero también sugiere al angulo como una especie de area contenida

entre dos rectas.

Area contenida entre
dos lineas

Fig. 35

Se distinguen dos cambios notorios respecto de Aristoteles, el angulo se define con dos rectas,
no sélo con una que se fractura, y puede cuantificarse. Sin embargo, Euclides excluye como
angulos el cero, el llano o aquellos mayores al llano, ni siquiera los considera una composicion
de otros angulos. Sélo los comentadores de la Edad Media [Tartaglia (1500-1557), Peletier
(1517-1582) y Clavius (1538-1612)] consideraban a los angulos mayores de 180° como un solo
angulo (Heath, 19206).

Posteriormente a Euclides la discusiéon se centré en tres problemas: (1) cual es una buena
definicion de angulo, (2) donde se ajustan los angulos a las categorias aristotélicas de cualidad,

cantidad y relacion, y (3) cual es la naturaleza de los angulos curvilineos.
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En la siguiente tabla mencionamos algunas de las definiciones que Matos (1990 y 1991)

reporta después de Euclides, incluso algunas de ellas son parte de comentarios a los

Elementos:

#

0 *

Apolunio de Perga

Heron

Plutarco de Atenas

Carpus de Antioch

Proculo

Avicena

Alberto Magno

(262—190) a. n. e.

10 al 75

46 al 120

No se encontré una
fecha precisa, pero se le

considera Pitagérico.

410 al 485

980 - 1037

1193 - 1280

La contraccién de una supetficie en un punto bajo
una linea fracturada, o de un sélido bajo una

superficie fracturada.

B

Contracciéon de
una superficie en
un punto por
debajo de una
linea quebrada
ABC

Contraccion de un
solido por
debajo de una
superficie
quebrada.

“An angle is a quantity wich a simpler related
quantity encloses when it comes to a point”.

Un angulo es el primer espacio bajo el punto,
porque debe haber un primer espacio bajo la
inclinacién de las lineas o planos que contiene.

Un angulo es una cantidad llamada distancia entre

las lineas o superficies.

Un angulo se forma por dos lineas o dos
superficies, que se intersectan. Las superficies no
necesitan ser planas, ni las lineas necesitan ser
rectas.

Puede usarse el término angulo para la cantidad en
s{ misma, o para la cualidad de ser angular.

Para una superficie un angulo estid encerrado por
medio de lineas, dado que es el justo medio entre
una cantidad de una dimensién y otra de dos. No
obstante, un angulo sélido termina en superficies,

siendo el justo medio entre una supetficie, que tiene

4 Pueden consultarse en http://www.ou.edu/cas/hsci/isis/website/ thesaurus/IsisCB.Personalnames.A-B.html
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dos dimensiones, y un soélido, que tiene tres
dimensiones.

Wallis 1616 - 1703 Un punto no es una linea, sino el principio de ella;
una linea no es una superficie, sino el inicio de ella;
asi, el angulo no es una distancia entre dos lineas,

sino la tendencia inicial hacia su separacion.

En el caso de Préculo, Matos (1991) resalta la conclusion a la que llega sobre la naturaleza del
angulo”:

E/ dngulo es una cantidad provista con la habilidad de dividirse y compararse, es una cualidad

por la virtud de su forma, e incorpora una relacion porque requiere de la relacion de dos lineas o

superficies para acotarse. (tomado de Morrow, 1970)

Alberto Magno consider6 dos dimensiones en el angulo:  indica una direccién del incremento

alo anchoy una direccion del incremento a lo /Zargo.

Los angulos solidos tendrian ademas, profundidad, que
aparentemente constituye una tercera dimension.

Longitud
En sus comentarios sobre los Elementos, Alberto
Magno concluye que el angulo nos habla de #na cantidad

sobre cierta cualidad: un angulo (angulus) es una cantidad,

pero ser angular (angulatio) es una cualidad. Sin
embargo, en sus comentarios a la Metaffsica de

Amplitud Aristoteles asevera que un angulo es una relacion,

porque es un “intermedio” entre una linea y una
superficie.
Sin embargo, estas consideraciones se basaron en Anaritius ( 922), quien propuso que:

a. Como un angulo tiene extension, no es una linea. No es un cuerpo porque puede no
tener profundidad. Tampoco es una superficie porque no puede dividirse a lo ancho,
solo a lo largo. Un angulo es el contacto indivisible entre dos lineas.

b. No parece ser una cantidad porque cuando un angulo en particular, el angulo recto, se

duplica deja de ser el mismo tipo de cantidad continua.

® Tomado de Morrow, (1970)
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c. Esuna propiedad de un cuerpo o una superficie, por lo tanto no es una cantidad.
d. Tiene la habilidad de dividir una figura y esta habilidad es un tipo de cualidad.

e. Los angulos pueden incrementarse o disminuirse por lo tanto son una cantidad.
f.  Ser agudo u obtuso son condiciones de una cantidad.

g. Un angulo tiene anchura y longitud, por lo tanto es una cantidad

Llegado el siglo XIX el angulo tuvo nuevos contextos de discusion. Con la geometria no-
euclidiana la discusién sobre su naturaleza cambi6 significativamente, sin embargo, una de las
extensiones mas importantes que tuvo fue su uso para expresar intervalos de tiempo entre dos
eventos periddicos. La idea crucial vino del desarrollo de las funciones en series
trigonométricas, por Fourier (Kline, 1972).

Dentro de la geometria euclidiana se continuaron los esfuerzos por clarificar la nocién de
angulos rectilineos. Veronese (1854 — 1917) sostuvo que un angulo es una entidad en una
dimension con respecto al rayo y una entidad de dos dimensiones respecto a los puntos en el
plano. Su idea era definir al angulo como un agregado de rayos emitidos desde el vértice e
incluidos en un sector angular (Heath, 1956°%). Esto indica que para ¢l el angulo era el conjunto
de todos los rayos dentro de dos rayos dados.

Por otro lado, para Bertrand un angulo era una porcion del plano que es comun a los dos semi-

planos limitados por dos lineas, o la interferencia de estos dos semiplanos.

Las definiciones mas actuales tienen ya un toque mucho mas formalista, que usan simbolismos
y terminologia de conjuntos, grupos, etc., lo cual es muy légico dados los programas
formalistas de la matematica misma. No obstante, libros de naturaleza mas historica o de
difusiéon de la cultura matematica mantienen esa vision explicativa e ilustrativa del concepto de
angulo. Tal es el caso de Maor (1998), que en su libro Trigonometric delights, dentro del capitulo

dedicado al angulo sefala:

Las entidades geométricas son de dos tipos: aquellas de naturaleza estrictamente cualitativa, como el
punto, la linea y el plano y aquellas a las que puede asignarse un valor numérico, una ¥ (A este
ditimo grupo pertenecen los segmentos de recta, cuya medida es la longitnd; una region plana asociada con

un drea; y una *, medida por su C - #, .

® Citado por Matos (1991)
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Existe cierta ambigiiedad en el concepto de dangulo, porque describe la idea cualitativa de /' *
entre dos lineas que se intersectan y el valor numérico de dicha separacion (la medida del dangulo).
Afortunadamente no debemos preocuparnos por esta ambigiiedad, a la trigonometria le conciernen sélo

los aspectos cuantitativos de los segmentos de recta y de los dngnlos.

Suponemos que caracterizar al angulo como una relacion de dos lineas no es una necesidad
para Matos dado el contexto que le interesa, el de la Trigonometria. Es decir, dado que para
hablar de relaciones trigonométricas el concepto de angulo estd intimamente ligado al
triangulo, no hace falta hacer explicito que un angulo necesita de dos lineas para definirse o
acotarse.

La revisién historica de Matos (1990 y 1991) provee de elementos importantes a considerar
cuando pensamos en los conflictos que el alumno presenta en el aula al abordar el concepto de

angulo. Matos mismo sefiala que:

...asumiré que una investigacion sobre los origenes de un concepto matematico es fructifera como guia
para el desarrollo de una perspectiva pedagdgica. (Matos, 1990; pp. 4)
Desde el punto de vista del educador matemitico es interesante notar que hay varios desarrollos del
concepto de angulo que tienen sus contrapartes en la escuela contemporanea de matemiticas. De hecho
hay diversos tipos de angulos nsados actualmente en la escuela:

(1) Las definiciones de Enclides y Hilbert

(2) Angulos asociados con rotaciones

(3) Angulos como medida de eventos periddicos

(Matos, 1991; pp. 24)

La tarea del matematico educativo es problematizar el como se aprende, cémo se ensefa, pero
también el qué se ensefia. En este sentido es importante recuperar, del reporte histérico,
aquello que nos de la luz sobre los conceptos, su naturaleza, sus significados y los conflictos

que llevan a su construccion, esto es, desentrafiar su epistemologfa.
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Como mencionamos en capitulos anteriores, el concepto de angulo se maneja por primera vez
en 4° de primaria. En ese grado, de acuerdo al programa oficial, se pretende lograr que el
alumno construya el concepto a través de tres actividades desarrolladas en su libro de texto.
No se manejan definiciones, y se trabaja el concepto de una manera dinamica, sélo como un
giro. La medicién sélo se contempla en la ultima actividad, al establecer una relacion entre el
giro y los grados que éste representa pero sin utilizar el transportador, es decir, estableciendo
que Y2 de giro es igual a 180°, %4 de giro es igual a 90° y 1/8 de giro equivale a 45°.

Sin embargo, en textos elaborados por otras editoriales, desde tercero de primaria empezamos
a encontrar el concepto de angulo. En la mayoria de los casos, se inicia con una definicion,
cominmente estatica. Posteriormente, se busca que el alumno mida, utlizando el
transportador para que en grados superiores (5% y 6°) aplique el concepto en el aprendizaje de
otros conocimientos matematicos. Incluso se le clasifica de acuerdo a su abertura (agudo,
recto, obtuso, etc.) y de acuerdo a su suma (complementarios y suplementarios).

Al término de la primaria, el alumno parece conocer lo que es el angulo. Supuestamente puede
definirlo, e incluso meditlo. Sin embargo, encontramos problemas al querer definirlo,
precisamente por ser un concepto multifacético y también dificultades al intentar medirlo. Las
cualidades del concepto son poco analizadas.

Cuando el alumno ingresaba a la secundaria, antes de la reforma (RS), el programa retomaba el
manejo del concepto centrando su atenciéon en la medicién utilizando el transportador para
posteriormente clasificarlo y aplicarlo en otros aprendizajes. Actualmente, con la reforma del
2000, se da por hecho que el alumno lo conoce pues sélo debe aplicarse en diversos temas
como: simetria axial, construccion de figuras geométricas, etc.

Historicamente, encontramos que el angulo se usé y aplicoé considerandolo una cualidad, una
cantidad y/o una relacion. Consideraremos entonces que la naturaleza del concepto estard

asociada a los significados que debe construir el estudiante:

# - por su forma.
# - por su medida.
! *

, por la manera en que se define.
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En las situaciones, los contextos y el discurso escolar se tendran que distinguir estos tres
significados.

Sin embargo, resulta importante sefialar que al considerar el dngulo como una cantidad
enfrentamos un conflicto sobre cémo medirlo, pues en el programa escolar, al angulo le
anteceden mediciones de longitud donde la herramienta (regla) se transpone directamente
sobre el objeto a medir y se obtiene la medida. La mediciéon del angulo requiere, ademas del

transportador, identificar el referente “inicio” y la “direcciéon” en que se leen los grados.

g0 90 190
80

f}‘o

Fig. 36

En ese sentido podemos concluir que “medir” un angulo es de naturaleza distinta a “medir”
una longitud y el uso del vocablo “medir” puede ser el detonante para considerar al angulo

como la /ongitud de un arco.



Longitud de un
arco

Fig. 37

Finalmente, como lo menciona Casas, el angulo puede definirse como un concepto estitico o
como un concepto dinamico. Y el discurso escolar, especialmente en secundaria, maneja mas el
primero que el segundo.

En la Primaria, bajo el programa oficial, se intenta construir el angulo a través de sus
cualidades, pero de una manera muy simple y sin llegar a la construccion de cémo se mide y
con qué se mide. No se permite al alumno conocer sus diferentes facetas. Ademas no se le
define.

Bajo el desarrollo de otras editoriales, solo se pretende definirlo. Sin permitir la construccion
de su significado cualitativo. Y se aborda la medicién, sin permitirle al alumno entender lo que
es un transportador y la naturaleza del mismo. Sobretodo por ser un instrumento escolar.

En la secundaria, bajo el programa anterior, se buscaba meditlo y en algunos casos definirlo.
Sin contemplar sus diferentes facetas como concepto estatico y dinamico.

Ahora bajo el nuevo programa, soélo se aplica. Entendiendo o suponiendo que se sabe medirlo
y que se maneja perfectamente su significado cualitativo.

Podemos concluir que el concepto de angulo se maneja superficialmente considerandolo un
tema facil y sencillo, de aqui que este trabajo muestre su complejidad en los diferentes planos:
el cognitivo, el didactico y el epistemologico.

SEP lo inicia bien, pretende que el alumno lo construya, pero luego lo deja sin terminar la
idea. Y en secundaria, pretende que lo aplique, ¢Cémo hara eso el alumno?

Las otras editoriales, con la errénea idea de presumir un mejor nivel, se van directo a la

definiciéon cuando histéricamente ha sido muy dificil definitlo y magicamente nos dicen lo que
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es un angulo, pero abordando sélo una pequena parte de lo que realmente es. Asi que cuando
el alumno, en fisica utiliza vectores, dificilmente vera el angulo porque eso no es lo que le
ensefaron.

Asumir que ciertos conceptos son simples o triviales, puede ser la raiz de por qué se convierten
en conflictos para el estudiante, pues su presentacion es, en efecto, simple y trivial. Sin
embargo, resulta que toda nocién matematica es resultado de amplios y complejos procesos de

construccion y abstraccion.






Con base a lo explicado en capitulos anteriores, entendemos que el concepto de angulo es
importante para el estudio de diferentes temas geométricos. Sin embargo, este conocimiento
por si solo, tiene diferentes dificultades por el simple hecho de ser un concepto multifacético.
Por lo anterior, el alumno ha presentado dificultades en el tratamiento y aplicacién del mismo.
Sabemos, por diversas investigaciones que esas dificultades se deben al hecho de que el angulo
no se mide de la misma manera que una linea, o una superficie. Por otro lado, los programas
de estudio de primaria, trabajan el concepto de una manera muy simple sin permitirle al
alumno que, antes de medirlo, descubra sus cualidades y lo identifique dentro de diversos
contextos familiares para él.
El estudio de Matos nos permite corroborar lo amplio que es este concepto, desde el momento
en que Aristoteles lo identifica como una cualidad, mas que una cantidad o una relacion.
En los programas de estudio del 93, se hace mayor énfasis en el angulo como cantidad y como
relacién, al intentar definirlo. No se discute, y mucho menos se trabaja el estudio o la
manipulacién del concepto para que el alumno identifique sus cualidades. Ahora, con la
reforma del 2006, ni siquiera se busca medirlo. El programa considera que el alumno de
primero de secundaria ya ha trabajado el concepto y, por lo tanto, es capaz de aplicarlo en
otros temas del curso.
Con todo lo anterior, podriamos decir que en el aula no se concilian las relaciones entre los
polos didactico, cognitivo y epistemoldgico.
Guy Brousseau (citado en Chavarria, 2000), explica en su Teoria de Situaciones didacticas, la
importancia de las situaciones a-didacticas:
La sitnacion A-Diddctica es el proceso en el que el docente le plantea al estudiante un problema que
asemeje situaciones de la vida real que podra abordar a través de sus conocimientos previos, y que le
permitivin generar ademds, hipdtesis y conjeturas que asemejen el trabajo que se realiza en una
comunidad cientifica. En otras palabras, el estudiante se verd en una micro-comunidad cientifica
resolviendo situaciones sin la intervencion directa del docente, con el propdsito posteriormente de

institucionalizar el saber adguirido (Chavarria, 20006).
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Y, por otro lado, Casas y Luengo’ nos dicen con respecto al angulo que:
Todas las definiciones de dngulo pueden agruparse en dos tipos: estiticas y dindmicas. Sin embargo,
los conceptos bsicos, como el dangulo, no tienen definicion verbal precisa, sino que mids bien forman
una red cognitiva. Esta red estd formada por elementos que los alumnos adquieren a partir de las
definiciones, los ejemplos y la prictica.
Educativamente, quizd la cuestion importante, no sea encontrar una que sea adecnada, sino, como en
otros muchos casos, tratar de que sea el alumno el que construya su propio concepto de angulo. Y que
lo construya a partir de sitnaciones angulares que se le presentan y va manipulando a lo largo de su
escolaridad.
Mitchelmore y White (2000), comentan en su investigacion el hecho de que los alumnos que
trabajaron en los diferentes experimentos, nunca habfan trabajado el concepto de angulo
manejando sus cualidades y ubicandolo en contextos familiares para ellos.
En los libros de texto y programas de estudio de nuestro pais, podemos observar también el
manejo del angulo mas como una cantidad, luego como una relacién y muy poco como una
cualidad.
De cada investigacion se lograron rescatar algunos elementos importantes del concepto de
angulo. Una teorfa que articula estos elementos, para una explicacion sistémica y por lo tanto
mas amplia, es la Teorfa de Situaciones Didacticas. En consecuencia, para la elaboracién de una
primera secuencia de proposito didactico utilizamos a la  Ingenierfa Didactica como

metodologia de disefio.

" A% ™ (0 0 / *
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Fasede Disefo

- Analisis de restricciones

Analisis e )
preliminar . - Determinar variables de control
) + Analisis a priori

Consideraciones:

- Epistemologicas
- Didacticas ‘
« Cognitivas >

Fasede Experir
- Puesta en escena

- Observacion y recoleccion de
informacion

Analisis a - Analisisa |
priori posteriori

Fig. 38

Sabemos, que la Ingenierfa Didactica, contempla diferentes fases: 1. Fase de planeacion,
haciendo un analisis preliminar considerando las tres componentes. 2. Fase de disefio,
estableciendo un analisis a priori determinando lo que pretendemos alcanzar; 3. Fase de
experimentacion donde es la puesta en escena y se recopila informaciéon y 4. La validacion,

donde confrontamos el analisis a priori con el posteriori.

5 B

Un aspecto importante de la fase de planeacion, es el concerniente a tres dimensiones
indispensables a considerar para el disefio de la situacién didactica y que son: la dimension
epistemoldgica (asociada a las caracteristicas del saber en juego), la dimensién cognitiva
(asociada a las caracteristicas cognitivas del publico al cual se dirige la ensefianza) y finalmente
la dimension didactica (asociada a las caracteristicas del funcionamiento del sistema de

ensenanza). (Lezama, 2003)
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En el caso de esta investigacion, consideramos elementos de la investigacion de Matos
(epistemologica), el Modelo cognitivo de Mitchelmore y White (cognitiva) y los momentos de

una actividad didactica (c. didactica):

elso:

. A * forma
dindmico f .
_estatico IR

*Definicion - Clasificacion:
¢ relacidn (entre dos o mds objetos)

\ < | Discusion sobre su naturaleza
* cualitativa por su forma
* cuantitativa por su medida
* como relacion por como se define

-
Para la primera componente, la epistemoldgica, consideraremos aspectos importantes que
encontramos en la investigacion historica de Matos. Ahi encontramos que el angulo primero se
uso, se discutié su naturaleza y se definio.
También encontramos aspectos importantes que nos hablan de que el angulo, por su forma, es
cualitativo; por su medida es cuantitativo y cuando se define, hablamos de una relacién. Estos,

son aspectos importantes a considerar para el disefio de la secuencia didactica que

proponemos.
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L4 -1 - 1 $.! + H$

eExperiencias cotidianas donde el angulo
estd presente

*Clasificacion de situaciones especificas

4

*Contextos generales buscando
similitudesy relaciones

sAbstracciony definicion del concepto

Para la componente cognitiva, consideraremos la Teorfa Cognitiva de Mitchelmore y White,
donde nos hablan de que el alumno construye el conocimiento a partir de abstracciones
sucesivas, iniciando con experiencias cotidianas donde el angulo esta presente, clasificando en
situaciones especificas, ubica el concepto en contextos especificos estableciendo relaciones y

similitudes, hasta llegar a la abstraccién final con la definicién del concepto.

L4 C 11 - C

sexperimentacion

situacion adidactica e i

de accion
A —..

situacion adidactica
de formulacién

demostracion
comprobacién

situacién didéctica  selbllc el
de sformalizacion
institucionalizacién

Finalmente tenemos la componente didactica, que nos permitira contemplar las diferentes
fases que debe tener una situacioén adidactica considerando que estamos trabajando dentro del
marco de la Teorfa de Situaciones didacticas y que por lo tanto, debemos disefiar buscando que
el alumno realice acciones, formulaciones, validaciones hasta llegar a la Institucionalizacion,

esta ultima, con la ayuda del docente.
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Contemplando que el disefio se realiz6 para una situacién escolar real, consideramos
importante establecer una articulacién sistémica con las tres componentes. Esto nos obligd a
hacer algunas adaptaciones importantes, realizando algunas modificaciones especialmente en la

Teoria Cognitiva de Mitchelmore y White:

1 1 1 1 HI § 1
1

Para el disefio de la Secuencia Didictica, se consideraron los diferentes momentos del Modelo
Cognitivo de Mitchelmore y White pero hubo que hacer algunas adaptaciones al considerar la
naturaleza epistemoldgica de la nociéon de angulo y el escenario escolar donde se llevara a cabo
la experiencia didactica.
Desde las primeras experiencias docentes en la clase de Dibujo Técnico, se identificaron
algunas de las dificultades que tenfa el alumno para el manejo del concepto de angulo y de las
herramientas para construitlo o meditlo. Por lo tanto, retomatemos, como 7/

, el ambiente escolar-geométrico-dibujo del alumno, el uso de las escuadras y el

transportador, de nociones geométricas elementales, 0 nociones como porcién y proporcion.

?
Mientras que Mitchelmore y White trabajaron el primer momento con las situaciones de
giros del cuerpo, rebotes como los de un grillo, tijeras, vueltas presentes en los diferentes caminos, pendientes
en colinas y esquinas como las de los mosaicos; nosotros tomamos como experiencia cotidiana el
escenario de la escuela. En la secuencia disefiada, se consideraron objetos escolares en los
cuales el angulo esta presente y que el alumno trabaja cotidianamente, como es el cuadrado, el
triangulo equilatero, el triangulo isosceles rectangulo (mitad del cuadrado) y el tridngulo
escaleno rectangulo (mitad del triangulo equilatero).

También trabajaron el circulo junto con todas las figuras nombradas con anterioridad.
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Fig. 39

La fase final de la secuencia busca darle utilidad y sentido a las escuadras del juego
geométrico que el alumno usa, la mayoria de las veces indiferentemente, desde el tercer afio
de primaria. Estas herramientas, las escuadras de 30° y 45°, comtinmente se trabajan en la
clase de Dibujo Técnico y en la de Matematicas, y en ambas el uso del angulo esta presente.
El transportador, es otro instrumento utilizado comunmente por el alumno y del cual
dificilmente comprende su aplicacion y utilizacion para el manejo de diferentes trazos en las
materias antes mencionadas.

Por ultimo se trabaja con el reloj; un objeto que el alumno utiliza cotidianamente y donde

dificilmente encuentra en €l la relacién existente con el angulo.

B 8B

Esta etapa del modelo de Mitchelmore y White consiste en clasificar las experiencias
cotidianas en lo que se denomina conzextos. Algunos de los contextos que trabajan son: giros,
rebotes, bisagras, vueltas, pendientes, esquinas planas.

En nuestro disefio se planearon los contextos por figuras geométricas. Esto es, la
clasificacion que se le pide al estudiante sera una vez que haya trabajado con cada figura
(cuadrado, triangulo equilatero, triangulo isésceles y triangulo escaleno) para llegar a la
siguiente tabla donde relaciona la figura trabajada, con la fracciéon de giro obtenida en cada

Caso:
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Fig. 40

Y posteriormente, esa figura con las divisiones correspondientes obtenidas en el circulo

al girarlo:

-
N
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2 3 1

En esta etapa de la Teorfa cognitiva de Mitchelmore y White, el alumno debe identificar

similitudes entre los diferentes contextos como principio de la construcciéon elemental del

concepto:

? E 1
# 1, # Giros Giros del cuerpo
Rebotes Como los de un grillo
, # 1, # Bisagras Tijeras
Vueltas Como en los caminos
A#+ 1 Pendientes Colinas
Esquinas planas Mosaicos

En nuestro disefio, el alumno tendrad que encontrar relaciones entre diferentes partes de

giro, relacionadas con las diferentes partes del circulo:




B BB

Y4 de giro 2/8 de giro 3/12 de giro
o o o
Y4 de la superficie del K 2/8 de la superficie del K 3/12 de la supetficie del
circulo circulo circulo

Y si en cada doceavo tenemos 30/360 partes del circulo, entonces en Y4 de giro, 0 en Vi de la
supetficie del circulo tenemos 90/360 partes.

Fig. 41
3 B

En la Teorfa de Mitchelmore y White, la etapa de abstraccion del concepto de angulo
pretende que con encontrar similitudes entre los diferentes contextos se de una
construccion inicial del concepto o lo que denominan construccion elemental del concepto
matemdtico de dngnlo. Sin embargo, dejan claro que este proceso requiere de abstracciones
paulatinas.

En nuestro diseflo, se busca que el alumno visualice 1/360 patte del circulo o giro y los
relacione con el reloj o el transportador. Sin embargo, asociar esta construccion al concepto

de grado es labor del profesor, es decir, es la fase de ustitucionalizacion del saber.

Una vez que el alumno, con la ayuda del profesor, asocie esta construccion al concepto de
grado, se finalizara la secuencia enunciando esos giros o partes, en términos de “grado”, con
caracteristicas cualitativas y cuantitativas especificas.

La secuencia didactica disefiada, esta conformada por diferentes fases en términos de accidn,
cuando los alumnos experimentan con el material trabajado, girando, sombreando,
contando los diferentes giros, probando los diferentes circulos, etc. Para descubrir partes y
fracciones con cada una de las figuras trabajadas; formulacion, cuando, a través de la
experiencia, los alumnos elaboran hipétesis o predicciones de lo que puede suceder en

diferentes situaciones y, para ello, comunican e intercambian ideas con sus compafieros y



con el docente; validacion, cuando los alumnos demuestran o comprueban sus hipotesis para
validarlas y, dependiendo de lo que obtenga, regresara a la parte de accion para replantear
sus ideas o reforzarlas en el camino a la abstraccion.

Estas tres fases, estaran presentes durante toda la secuencia. No necesariamente las
encontraremos ordenadas, pues los alumnos se moveran en ellas continuamente. Cuando se
realiza una validacién, los alumnos recurriran nuevamente a ella, pero ahora como una
accion.

Estas tres fases (accion, validacién y formulacion) permitirin que el alumno trabaje las
formas y las medidas (naturaleza del saber), identificando cualidades del concepto vy
cuantificandolo primero por fracciones o porciones, hasta llegar al grado.

El desarrollo de la secuencia durante estas tres fases y con el trabajo de las formas y

medidas, permitira que el alumno realice paulatinamente abstracciones sucesivas.

< B >

El propésito del analisis a priori es determinar si las restricciones consideradas sobre el sistema
didactico y la eleccion de las variables elegidas, permiten controlar los comportamientos de los
estudiantes y los significados construidos. Este analisis se basa en un conjunto de hipdtesis

sobre lo que haran los estudiantes, (Lezama, 2003).

Dentro de las restricciones a considerar, se tom6 en cuenta el hecho de que la secuencia
didactica se trabajarfa en una situacion real, con un grupo de 1° de secundaria, de una escuela
particular, con 34 estudiantes de aproximadamente 13 afios.

Considerando que la actividad se llevara a cabo en una situaciéon escolar real, las hipotesis
formuladas sobre aquello que haran los estudiantes, no podran ser tan minuciosas y detalladas,
por la extension de la actividad y las caracteristicas particulares de la misma.

Algunas de las variables de control a considerar, es el aprovechar diferentes conceptos que el
alumno trabaja ya dentro de la curricula como son las figuras geométricas basicas (cuadrado,

circulo, triangulo equilatero, isdsceles y escaleno), fracciones y porciones (partes de un entero).

41



La Situacion Diddctica, comprende el proceso en el cual el docente proporciona el medio diddctico en
donde el estudiante construye su conocimiento. De lo anterior se deduce que la situacion diddctica

engloba las situaciones a-diddcticas.

Una secuencia adidactica constaria de diferentes fases:
-

* Experimentando

. Descubriendo

~
* Hipotesis

\.* Comunicado

-

* Demostracion

& Comprobacion

* Formalizacion

]

Fig. 42

En la primera fase, ”, el alumno se enfrenta a una situacion especial donde requiere
experimentar y descubrir el conocimiento. En este caso, el estudiante trabajara diferentes
actividades que le permitan experimentar con angulos. Incluso, consideraremos el hecho de

que el alumno # el concepto sin que necesariamente se le mencione la palabra “angulo”.

Iniciaremos la secuencia trabajando diferentes figuras geométricas, basicamente el cuadrado y
el triangulo equilatero. Ambas figuras manejan angulos de 90°, 45°, 30° y 60°. Por supuesto, al
alumno no se le mencionara lo anterior. S6lo se le pedira que trabaje con ellos descubriendo
sus caracteristicas.

En esta primera parte de la secuencia, se explorara la parte estatica y dindamica del angulo
relacionandolo con “cuartas partes de circulo” (90°), “octavas partes de circulo” (45°), “sextas

partes de circulo” (60°), “ Doceavas partes de circulo” (30°).
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El alumno recibira un cuadrado como el siguiente:

43



INSTRUCCIONES:

Coloca el centro del circulo 1 sobre uno de los vértices del cuadrado (utiliza una
chinche para hacerlo). Con una regla traza una linea que salga del centro del
circulo y coincida con uno de los lados del cuadrado. Realiza lo mismo sobre el otro
lado del cuadrado que comparte el mismo vértice.

Sombrea en el circulo 1, el espacio que se encima en el cuadrado.

¢

;Qué parte del circulo es el que sombreaste?, ;Como puedes comprobarlo?
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Para determinarlo, gira el circulo sobre el mismo vértice para ver cuantas partes

iguales sombrearias en él.

a
A
N

Observa el circulo 1y explica ;qué parte del circulo sombreaste en cada giro?

p de giro

Escribe sobre el rectangulo, lo que representa cada parte sombreada en azul:
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Ahora, usa el mismo cuadrado y el circulo 2, para hacer la misma actividad: traza
las lineas que salen desde el centro de la circunferencia y coinciden con los lados

del cuadrado:

;Qué parte del circulo sombreaste?, ;como lo compruebas?

;Qué parte del circulo 2 esta encima del cuadrado?
;Qué parte del circulo 1 esta encima del cuadrado?

;Son iguales las areas sombreadas?

Ahora, toma los circulos y el cuadrado, de nuevo, haz coincidir los centros con el
vértice, traza las lineas que salen desde el centro de la circunferencia y coinciden

con los lados del cuadrado:

Realiza lo mismo con el circulo 3, en el mismo cuadrado:

Sombrea la zona que queda delimitada en cada circulo y responde:
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;Qué parte quedo delimitada del circulo 1?
;Qué parte quedo delimitada del circulo 2?
;Qué parte quedo delimitada del circulo 3?

;Son iguales las areas delimitadas?

;Cambiaria la parte sombreada si usas un cuadrado mas grande o mas chico?

Vamos a denominar este giro como de vuelta y nos vamos a guiar por la

esquina del cuadrado:

Trazar una diagonal al cuadrado 1y recortarlo:

Se asume que el alumno ya debe saber que la diagonal divide el angulo recto en dos iguales.
Sin embargo, no hemos hablado de C #, en ningin momento y se pretende que al
continuar con la secuencia el alumno encuentre que el giro ahora serd de 1/8, es decir, la

mitad de Va.

Por supuesto, que el alumno no tendra el dibujo anterior. De tal manera que no se le

sugiera la respuesta.
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¢Qué figura tienes ahora?

Nombra los vértices con las letras A, B y C (esta instruccién se dard de forma oral, para

evitar que el alumno se adelante)

Coloca la mica del circulo 1 de tal manera que el centro coincida con el vértice A

del triangulo anterior:

Sombrea la seccion del circulo que esta encima del triangulo, ;qué parte del
circulo representa el area sombreada?

Gira el circulo sobre el vértice A para encontrar cuantos giros iguales puedes
hacer:
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Se pretende que el alumno haga lo siguiente:

*
*
*
*
‘0
*
f -------------
*
*
*
*
‘0
*
f -------------
*
‘0
*
*
*
*



;Qué parte del circulo sombreaste en cada giro?




RN

* 1/8 De vuelta

Realiza lo mismo con el circulo 2:

EEEEEEEEEEEEE EEEEEEEE NN EEEEEEEEEEEEEEEEEE
*

*

Posteriormente se trabajara con un triangulo equilatero:

Este triangulo equilatero se le entregara al alumno.

De tal manera que el alumno descubra que el giro sobre el vértice “A” es de 1/6 de giro. La

sexta parte de un circulo.

Por dltimo trabajara con la mitad de un equilatero:
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Pero ahora sobre el vértice “B”, para descubtir que cada giro equivale a 1/12. Es decir, un

giro de la doceava parte de un circulo.

Con esta secuencia, se pretende que el alumno descubra en estas cuatro figuras:

. 1) [
/ANE== s

Para llegar a esta conclusion y construir el concepto de angulo, sera necesario que el alumno
establezca una relacion entre la fraccion del circulo sombreada de acuerdo a la figura

utilizada y el angulo generado. Para ello, la secuencia continuara con la divisiéon del circulo

52



en porciones cada vez mas pequefias hasta llegar a la construccién de un transportador y la
relacion que existe entre estas divisiones en el circulo con ese instrumento escolar y el reloj.
Sera importante que el alumno inicie con la relacién existente entre cada figura utilizada y

las divisiones generadas en el circulo sin importar el tamafio de éste:
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Posteriormente se le pedira utilizar la division de 12 partes, intentando que el alumno realice
giros y relacione estos movimientos con los generados por las manecillas de un reloj (objeto
comunmente utilizado por ellos y del cual no relacionan frecuentemente la aplicacion que el

concepto de angulo tiene en €l).
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En esta parte de la secuencia, el alumno utilizara una flecha para generar diferentes giros
segun lo solicitado por el docente. Por ejemplo, se le pedira al estudiante, nombrar cada
punto ubicado en la circunferencia con los nimeros del 1 al 12 y luego realizar algunos

giros:

Iniciando en el nimero 3, gira hasta llegar al numero 5, sQué fraccion de giro

realizaste?

Como no se especifica el sentido del giro, aqui provocaremos un conflicto, de tal manera
que algunos giraran en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj y otros lo haran
en sentido contrario. Por lo tanto, las respuestas pueden ser diferentes:

Algunos determinaran que el giro equivale a 2/12 mientras que otros diran que el gito
equivale a 10/12.

También pueden establecer equivalencias, es decit, 2/12 de giro también corresponde a un

sexto de giro y 10/12 de giro también equivale a 5/6 de giro.
Buscaremos también que el alumno llegue a la construccién del transportador. Para ello,

utilizaremos el mismo circulo, con las mismas divisiones pero ahora, cada vértice sera

nombrado con una letra:
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Para unificar respuestas, iniciaremos todos en la misma letra y el giro sera también en el

mismo sentido:

Gira la flecha desde A hasta G. ¢A qué fraccion de vuelta equivale si el giro lo

realizas en este sentido § ?

K

El punto de inicio es el mismo y el giro se realizara para todos en el mismo sentido, por lo
tanto las respuestas deben ser las mismas, aunque puede haber equivalencias:
1. 6/12 de vuelta
2. 3/6 de vuelta
3. 2/4 de vuelta
4. Y2 de vuelta
5

4/8 de vuelta
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Continuaremos dividiendo el circulo en partes cada vez mds pequefas, sin marcar esas
divisiones, de tal manera que el alumno vaya abstrayendo poco a poco sin necesidad del

material concreto.

Imagina que seguimos dividiendo en partes mas pequefias.
¢Qué pasarfa si cada doceavo ahora lo divides en treinta partes iguales?

¢Cudntas partes habtia en 2/12?

Aqui se pretende que siga dividiendo hasta concluir en que el circulo estarfa dividido en 360

partes:

¢Cuantas partes habria en una vuelta concreta?

Ahora, el alumno realizara diferentes giros imaginando que cada doceavo esta dividido en

treinta partes:

Inicia tus giros en A y en este sentido §
Gira la flecha desde A hasta B. Ese giro equivale a de vuelta

Recuerda que cada doceavo esta dividido en treinta partes iguales:

D
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Con esto se pretende que el alumno anote en cada letra, las siguientes divisiones:

90/360

120/360 D
E

C 60/360

150/360

F 30/360

180/3665 0/360
E
330/360
210/360
I
240/360 J 300/360
270/360
Lo mismo se realizara ahora pero en sentido contrario:
Inicia tus giros en G y en este sentido @‘
Gira la flecha desde G hasta F. Ese giro equivale a de vuelta

Recuerda que cada doceavo esta dividido en treinta partes iguales:

D

Para llegar a la siguiente construccion:
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6ON6=0

150/360

6=0N6=0 180/3

210/360

66@N6=0

0@N6=0

=AN6=0 90/360
120/360 D
E

F

240/360 J
60ON6=0 270/360
<P@N6=@

5<@N6=@

Cc 60/360

57@N6=
30/360 Go=0

0/360  59@N6=0

330/360

<5@N6=0

300/360
<A@N6=@

¢A qué te recuerda esta figura?

Se pretende que el alumno identifique en esta construccion al “Transportador”

Considerando lo anterior contesta:

Llamaremos a cada una de estas partes (1/360) L M

- 60/

,#'

SNA

5N9

SN=

5N5<

6"




En esta parte se pretende que el alumno relacione cada fraccién de giro generada con las
figuras iniciales (cuadrado y tridngulo equilatero) con la equivalencia en divisiones de 1/360

y finalmente en grados:

Y4 de giro Equivale a 90/360 Equivale 90 grados
partes de gito

Con esto se pretende que el alumno vaya relacionando las figuras iniciales con sus

respectivos angulos, abstrayendo poco a poco:

Y4 de giro 90 grados

6( B 2 1 (

La secuencia didactica se aplicé a un grupo de 34 alumnos de 1° de Secundaria, que fluctian
alrededor de los 13 afos de edad.

Las seis partes de la secuencia se aplicaron en 4 sesiones de 45 minutos cada una. En todas
ellas, se busco que el alumno iniciara, sin saberlo, con el “uso” del concepto. No se definid
el concepto, ni se comunico el proposito del disefio, es decir, el alumno inicié en las dos
primeras sesiones sin conocer el tema que se estaba tratando y poco a poco lo fue
descubriendo.

Nuestro estudio no incluyé entrevistas clinicas, pues nos interesamos en el funcionamiento
de la secuencia en un ambiente escolarizado: un grupo completo, en horarios de clase,

dentro del calendario escolar y en presencia de la profesora de matematicas de dicho grupo.



La profesora del grupo es Maritza Finkenthal P., compafiera de maestria, quien no conocia

la secuencia disefiada, pero que conocia el tema estudiado en esta investigacion y quien es

ademas sensible, entiende las teorias, ideas e intenciones del disefio.
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Cada alumno recibi6 la secuencia impresa aunque, por las condiciones escolares reales, el
trabajo de la misma se desarroll6 en grupo. Lo anterior implica, que los resultados de cada
alumno, pueden verse influenciados por las respuestas de sus companeros. Cabe mencionar,
que en una situacion escolar real, es factible que esto se presente.

El registro de la aplicaciéon, no puede basarse en las respuestas particulares que cada
estudiante anot6 en la secuencia. Consideramos que es mas rico analizar la situacion real
presentada con todo el grupo. Por tal motivo, el video fue el recurso que se utilizé para
registrar todos los comentarios, preguntas, actividades y conflictos presentados.

Fueron 6 los videos realizados, cada uno con una duraciéon aproximada de 20 minutos.

Al B (

La validaciéon de la ingenierfa se lleva a cabo al confrontar las hipotesis elaboradas en el
analisis a priori y el analisis de resultados de la fase experimental (denominada anilisis a
posteriori), (Legama, 2003).

Analizaremos cada una de las 4 sesiones realizadas, identificando los momentos de accidn,
Sformulacion (comunicacion) y validacion, asi como la naturaleza del concepto, es decit, si se trabaja

con la forma o la medida de la nocién de angulo.
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En esta primera sesion, los alumnos trabajaron las dos primeras partes de la secuencia
disefiada:

Cuadrado

Triangulo isosceles (obtenido de la mitad del cuadrado)

Cada alumno recibié el material necesario:
Base de Fomi
Circulos de diferentes tamafos en mica
Cuadrado
Chinches

Plumoén indeleble
La secuencia inici6 sin que el alumno tuviera idea del tema a manejar, pero la secuencia le
hizo pensar que estaba trabajando con fracciones. Para €l fue un descubrimiento paulatino del
concepto a tratar, # *el angulo sin sabetlo.
Con base en la Teorfa de Situaciones Didécticas, una “accion” es el momento en el que
alumno se enfrenta a una situaciéon especial donde requiere experimentar y descubrir el
conocimiento. El alumno fue actuando y descubriendo con la guia de la secuencia y de la
direccion del docente.
El primer conflicto presentado fue cuando se les pidié que “con la regla graduada, trazaran
dos lineas que salieran del centro del circulo y coincidiendo con los lados del cuadrado que
comparten el mismo vértice”. En este momento es cuando se presenta la necesidad de
intercambiar ideas. Basta con que un alumno lo descubra (comunicacién de resultados),
para que otros adopten la idea y la repitan. En ese momento, se regresa a la accion.

El alumno sombrea la parte del circulo que se encima en el cuadrado:

P: :Qué parte del circulo sombreaste?

R: Y4

La respuesta, fue la que se esperaba.

P: :Cémo podrias comprobarlo?

Aqui se presentaron diferentes respuestas (formulacion):

Dividiendo en cuartos
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Dividiendo en mitades y luego cada mitad en mitades.

Girando el circulo.

La ultima respuesta solo se le ocurtié a un alumno. En ese momento, todos validaron el
comentario de su compafero girando el circulo sobre la chinche fijada. De esta manera
comprobaron que efectivamente la parte sombreada representa V4 del circulo.

En esta primera pregunta los alumnos efectuaron los momentos de accién, comunicacion y
validacion, usando la nocién de angulo como giro, con base en sus cualidades (la parte
sombreada) y cuantificandolo (por la porcién que ocupa del circulo).

Por otro lado, con base a la Teoria Cognitiva, el alumno esta haciendo uso de diferentes
objetos y herramientas escolares donde el angulo esta presente. L.a parte concreta con la

manipulacion de diferentes materiales es total.

Se le solicita al alumno que coloque el circulo mediano y se le hace la siguiente pregunta:

P: :Qué parte del circulo sombreaste?

R: Y4

P: :Cémo puedes comprobarlo?

R: Girando

En este momento, lo que antes fue una validacion, ahora se vuelve una accién. Ellos ya
comprobaron que girando pueden encontrar las diferentes partes, ahora sélo hacen uso de
ese descubrimiento, ya no lo verifican.

Al llegar a la pregunta chubo alguna diferencia entre el circulo pequefio y el mediano?, el
alumno contesta que No. En ambos casos obtuvieron la misma fraccién del circulo.

Y cuando se le pregunta ¢Qué crees que va a suceder cuando uses el circulo mas grande?,
s6lo responden: lo mismo.

En seguida se les pide que lo comprueben. Aqui, el alumno regresa nuevamente a la
validacion. Ellos ya saben que el giro permite comprobarlo (accién), pero ahora validaran si
su repuesta (1/4) efectivamente se presenta con ese nuevo circulo.

La parte cualitativa del angulo, se esta trabajando en esta parte, al encontrar que no importa

la medida del circulo, o del cuadrado, el giro siempre sera el mismo. Es decir, la fraccion
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sombreada de éste también serd representada por la misma fracciéon (angulo dindmico y

estatico). Ademas, se continua cuantificando al encontrar una fracciéon que lo mida.

P: sSon iguales las areas delimitadas en los tres circulos?
R: No.
P: :Qué es lo que es igual?

R: la parte o fraccién sombreada.

La Secuencia continia pero ahora con la mitad del cuadrado, es decir con un triangulo
is6sceles rectangulo.

Los alumnos identifican la figura y algunas de sus caracterfsticas.

En el momento en que el docente hace las diferentes preguntas, el alumno responde con

*  entre los

base en sus conocimientos, generando asi la discusion y la  ¥#
diferentes integrantes del grupo.

Nuevamente el alumno utiliza el circulo mas pequefio para encontrar la fraccion
correspondiente en una de las esquinas divididas. Ahora ya es mas rapido en sus
movimientos, ya no requiere tanto de la ayuda o direcciéon del docente. Simplemente
continua con la “accién” al colocar el circulo y girarlo para identificar las diferentes partes.

Sin embargo, ellos antes suponen que encontraran 1/8 parte. Esa es su nueva hipétesis.

Pero el docente le pide verificarlo o -, (

P: cQué crees que suceda con el circulo mediano?

R: Lo mismo, obtendremos 1/8 de gito o sombrearemos la octava patte del circulo.

Pero igual, tendran que validarlo y demostrarlo al efectuar los diferentes giros. Un
estudiante duda sobre la obtencién de las 8 partes y aun cuando la mayorfa del grupo lo
asegura., ¢l necesita comprobarlo a su ritmo asi que tomé su material y efectud las
divisiones hasta comprobar que efectivamente fueron ocho.

Esto nos hace ver que al aplicar un disefio en un grupo completo y dentro de un escenario
real, encontraremos alumnos que no podran avanzar al mismo ritmo que el resto de sus
compafieros. Encontraremos alumnos que necesiten mas tiempo, que quiza requieran
trabajar mas con el material concreto, mientras que el resto del grupo esté haciendo

abstracciones a partir de las experiencias previas.
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Aqui resulta importante que el disefio le permita realizar acciones en forma individual, sin
depender del avance de sus pares. Lo importante es datle su tiempo y permitirle descubrirlo
y validatlo.

Con el tercer circulo, fueron muy pocos los alumnos que demostraron obtener también 8
partes iguales. En general concluyeron que no importa el tamafio del circulo o del triangulo
trabajado, siempre encontraran 1/8 de giro, o una octava parte del citculo sombreado.

En sintesis, en esta primera parte de la secuencia se usé el angulo sin saberlo, hablando de
giros, porciones o fracciones, desde ambas perspectivas, la estatica y la dinamica. Se trabajé
la parte cualitativa y cuantitativa del angulo al encontrar que no importa qué tan grande o
pequeno sea el circulo o la figura, siempre se obtendra la misma fracciéon sombreada o la
misma fracciéon de giro. Se trabajo la parte cuantitativa desde el momento en que se utiliza
un numero para representar ese giro (1/4 y 1/8). Se trabajaron los momentos de accién (en
su mayoria), comunicacion y validacion al ir descubriendo y comprobando sus diferentes

hipétesis.

66



En esta segunda sesion, los alumnos utilizaron el triangulo equilatero primero y la mitad del
mismo posteriormente.

La sesion inici6 preguntando cual es ahora la figura a trabajar. Ellos contestaron “%ridngulo
equildtero” determinando que sus lados son iguales. Se les pregunt6 si estaban seguros de que

ese triangulo era equilatero y ellos contestaron: sz.

P: :Cémo puedes comprobar que efectivamente es equilatero?

R: Midiendo sus lados.

Entonces con la regla graduada midieron sus lados para demostrar esa hipétesis planteada al
inicio.

En esta segunda sesion, los alumnos continuaron trabajando con las fases de accion,
comunicacion y validacion, desde el momento en que manipulaban las figuras, formulaban
hipétesis y realizaban demostraciones para comprobarlas.

Sus acciones fueron ahora mas rapidas que en la primera sesion, pues ya sabian cémo ubicar
los circulos y como rotarlos. Ahora lo diferente era la figura trabajada.

Se realizaron preguntas para recordar lo realizado en la sesi6én anterior:

P: ¢Qué fraccién del circulo sombreaste con el cuadrado?

R: Ya.

P: ¢Qué fraccién del circulo sombreaste con la mitad de ese cuadrado?
R: 1/8.

P: cQué fraccién crees obtener ahora con el triangulo equilatero?

Ri: 1/6.

Ra: 1/3.

P: :Cémo lo sabes?

En ese momento, los alumnos ya saben cémo lo pueden encontrar, o como pueden validar
sus hipotesis. De esta manera empiezan a actuar utilizando el material como lo hicieron en
la sesion anterior: fijando el circulo con la tachuela en uno de los vértices del triangulo,
marcando los lados que comparten ese punto, sombreando la regiéon que se sobrepone y

girando el circulo para determinar cuantas partes mas pueden encontrar.
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P: :Cuantas partes encontraste?

R: 6 partes.

El docente pregunta a varios alumnos para verificar que la mayorfa encuentre la misma

fraccion.

P: ¢:Qué fraccién del circulo sombreaste?
R:1/6

P: ¢Todos encontraron lo mismo?

R: si.

P: :Cémo puedes comprobarlo?

R: Girando el circulo

En este momento, los alumnos actdan, experimentan, generan hipétesis, comunican sus
hipétesis y resultados y validan sus suposiciones.

Se les pide que ahora utilicen el circulo mediano.

P: cQué crees que suceda con este circulo?

R: Sucederd lo mismo que con el pequenio

Y sin pedirselos, ahora ellos solos lo comprueban.

Cabe mencionar que ahora el ritmo de trabajo es mas rapido que en la primera sesion. El
ritmo de trabajo en esta parte ya no es igual para todos.
Un alumno termina de trazar y se le pide que ahora trabaje el mas grande, aunque ¢l supone

que encontrara lo mismo.

P: :Qué parte sombreaste del mas grande?

R: 1/6 también.

Sin embatgo, Esteban dice 7/5, aunque cuenta y verifica que son 6 partes (validacion).

P: ¢Ya tienen todos sus tres circulos divididos?




R: Si.

Sin embargo se pregunta nuevamente para comprobar que todos van en el mismo punto de

la secuencia:

P: :Qué parte del circulo 1 esta sombreada?

R: 1/6.

El docente, pide a los alumnos que coloquen los tres circulos de tal manera que coincidan:

P: ¢Crees que cambiaria la parte sombreada si usaras un tridngulo equilatero mas grande o mads
pequefio?

R: No.

En esta parte, se esta trabajando la parte cualitativa del angulo. El alumno adn esta usando
el concepto sin definirlo. Esta trabajando figuras que comunmente trabaja en la clase de
matematicas y en la clase de dibujo (tridngulo equilatero).
También esta cuantificando, desde el momento en que establece que la parte sombreada
corresponde a 1/6 de giro, o a una sexta parte del circulo.
Incluso, Samantha establece que en todos los citculos se sombrea 1/6, aunque la supetficie

sombreada, no es la misma.

P: Ayer el cuadrado lo partimos en dos partes iguales, ¢qué crees que suceda si este equilatero lo
dividimos en dos partes iguales?

R: El giro serfa ahora de 1/12.

El docente les pide que localicen el punto medio del segmento AC

P: :Cémo encontrarfas ese punto medio?

R: Midiendo

Ellos miden y localizan el punto medio. El docente les pide que tracen una linea que una

este punto medio con el vértice “B”.



Un alumno explica cémo encontré el punto medio del segmento: Medi y encontré que el

segmento mide 10 cm, asi que el punto medio estd en 5 cm.

P: ¢Esa linea que trazaste, qué representa en el tridngulo equilatero?
Ri: La mitad

Ro: La altura

Se les pide que recorten sobre esa linea.

P: o T crees que al dividir, las figuras seran iguales? ¢o seran diferentes?
R: Las figuras seran iguales.

P: cQué tipo de triangulo obtienes ahora?

Ri: Recto

Ro: Isésceles, escaleno.

El docente acepta que es recto, pero les pide que definan si es isésceles o escaleno. Hasta

que ellos coinciden en que es escaleno porque sus tres lados son diferentes.

P: Como partiste el equilatero en dos partes iguales, scudntas partes crees que vas a sombrear
ahora en el circulo?

R: 12.

Vamos a ver si efectivamente se cumple lo que dices. LLos alumnos ahora, colocan el circulo
pequeno, lo fijan con la tachuela, trazan las lineas que parten del vértice y giran para contar
el nimero de partes iguales.

Un alumno, Allan, colocé el circulo en el vértice “B” y encontré 6 partes iguales. El
problema que surgié con este alumno, es que ¢l dividi6 el equilatero de manera diferente a

como lo hizo el resto del grupo. El vértice dividido a la mitad fue el vértice “A”.



Grupo Allan

Como Allan dividié su triangulo sobre el vértice “A”, el angulo dividido es “A” mientras

>
que el resto del grupo dividié “B”, por esa razoén, cuando se les pide que coloquen el circulo
pequeno sobre el vértice “B”, él encuentra 6 partes mientras que el resto del grupo
encuentra 12.

El docente le pregunta a Allan: jeudil esquina es la que dividiste al partir el equiliters? Fl contesta:

”

Se le pregunta que cudl esquina tiene mayor amplitud, “A” o “B”, y él responde “B”. Por esa
razén, la fraccion que encontrd fue 1/6.

En esta parte, un alumno del grupo tuvo que hacer un analisis para encontrar el error
realizado. Para ello, tuvo que comunicar sus resultados, y validar sus respuestas. El docente

solo fue un guia que generd las preguntas adecuadas para que él encontrara su error. El

trabajo continu6 con el grupo preguntando:

P: ¢Crees que suceda lo mismo con los otros dos circulos?
R: S

P: sPodrias comprobarlo

El docente presenta en el pizarrén una figura realizada en Cabri para que los alumnos vean
lo que sucede con un circulo mas grande y un triangulo mas grande. Siempre y cuando éste

sea la mitad de un equilatero:

"1



"2




P: Si hago el tridngulo mas grande o mas pequefio, ¢cambiarfan las partes?

R: No

P: Y si hago el circulo mas grande o mas pequefio, ¢cambiarfan las partes?

R: No
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En conclusion, en esta parte de la secuencia, el alumno usé nuevamente el angulo sin
saberlo, asi como en el estudio epistemoldgico, las primeras culturas usaron el concepto sin
definirlo.

El alumno trabajo la parte cualitativa desde el momento en que verifica que no importa el
tamafio de la figura trabajada o del circulo utilizado, siempre se encontraran las mismas
partes.

El alumno trabaj6 la parte cuantitativa, desde el momento en que tuvo que encontrar una
cantidad equivalente. En este caso, 1/6 para el equilitero y 1/12 para la mitad del mismo.
Trabaj6 figuras comunes para él, triangulo equilatero, triangulo escaleno, triangulo
rectangulo.

Igual que en la primera sesion, trabajé con el material concreto aunque a un ritmo mas
rapido. Desarrollé acciones, experimento, descubrié, generd hipdtesis, comunico sus

suposiciones, demostré y comprobo sus afirmaciones.
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En esta tercera sesion, los alumnos pasaron a un nivel mas de abstracciéon desde el
momento en que ya no necesitaron trabajar con las figuras manejadas en las sesiones
anteriores.

En esta sesion, iniciaron conla , 0 * # / 0  &en el momento
en que tuvieron que recordar lo trabajado con el cuadrado y el tridngulo equildtero para

completar la tabla de clasificacion:

B 13

CUADRADO Ys DE GIRO

Los alumnos pasaron al pizarrén para completar la tabla, relacionando la figura con el giro
correspondiente de acuerdo a lo trabajado en las sesiones anteriores. Incluso, clasificaron la

figura con la parte sombreada en cada uno de los circulos:

Determinando que el cuadrado representa 4 de giro, el equilatero 1/6 de giro, la mitad del
cuadrado 1/8 de giro y la mitad del equilatero 1/12 de giro.
Una vez que los alumnos determinaron esa clasificacion, trabajaron diferentes giros con una

flecha. Para ello, utilizaron el circulo dividido en doceavos:
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Se establecié que el punto de inicio setfa el nimero 6§ y con base a ello determinaron la

medida de cada giro:

P: Gira la flecha hasta el nimero 12 partiendo del nimero 3, ¢ese giro equivale a?

Aqui se generaron diferentes respuestas. No todos los alumnos realizaron el giro en el

mismo sentido. Algunos giraron hacia la derecha mientras que otros lo hicieron hacia la
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izquierda. Por lo tanto las respuestas fueron 4, %4, etc. Ademas, hicieron uso de las

bl

equivalencias, al determinar que %4 de vuelta equivale a 3/12 de vuelta.

En este punto, los alumnos iniciaron a trabajar con ) . #
1 # +
Y4 de gito 2/8 de giro 3/12 de giro
o o o
Y4 de la superficie del K 2/8 de la superficie del K 3/12 de la superficie del
circulo circulo circulo

Y si en cada doceavo tenemos 30/360 partes del circulo, entonces en Y4 de giro, o en V4 de la
superficie del circulo tenemos 90/360 partes.

Por otro lado, se trabajé con otra de las facetas del angulo, en el momento en que se
establecieron giros en ambos sentidos (angulo estatico y angulo dinamico).

Los alumnos que giraron la flecha en el sentido de las manecillas del reloj, contestaron
diferentes medidas: %, 9/12, 6/8, etc.

Los alumnos pasaron al pizarrén, a realizar sus giros ( * ) experimentando y
descubriendo, para después ~ 1# sus resultados al resto del grupo.

En el momento en que no se ponian de acuerdo por el sentido en el que giraron su flecha,
dos alumnas explicaron sus resultados, - , que ambas estaban en lo correcto desde
el momento en que no se especifico el sentido del giro en la instruccion.

También llegaron a la conclusion de que Y4, 2/8 y 3/12 representan el mismo giro desde el
momento en que son fracciones equivalentes.

En este momento de la secuencia, los alumnos siguen usando el angulo, sin saber que lo
estaban haciendo.

Los alumnos continuaron realizando giros (accién), comunicando sus respuestas

(comunicacion) al resto del grupo.



P:¢A qué te recuerda esta figura?

R: Al reloj

P: Vamos a continuar con la misma figura pero ahora cada punto tendra una letra.

P: ¢:Qué pasatia si cada doceavo lo dividimos en 30 partes?, ¢Cudntas habria en 1/12?.

R: 30

En este punto, una alumna contesté6 360. Sin embargo, el docente realiz6 una serie de

preguntas para que la alumna reflexionara sobre lo que estaba contestando:



P: Cada doceavo lo dividimos en 30 partes, ;Cuantas partes habrd en un doceavo?

Ralumna: 30

Y continda preguntando al resto del grupo:

P: ;Cuantas partes tendremos en dos doceavos?
R: 60
P: ¢y en tres doceavos?

R: 90.

En esta parte de la secuencia, los alumnos estan trabajando con un grado de abstraccion
mayor. Fisicamente no estan dividiendo cada doceavo, es decir, tienen que imaginar lo que
sucede con el circulo si este se divide en fracciones mas pequefias y, con base en ello,
realizaran sus respuestas.

Contindan estableciendo relaciones desde el momento en que determinan que en 3/12
encontraran 90 partes pequefiitas y que en "4 también, ¢por qué?, porque son fracciones

equivalentes. Ademas pueden validarlo en el momento en que visualizan esas divisiones:



P: sCuantas partes habria en una vuelta completa?

R: 360 partes en todo el circulo.

Los alumnos pasaron al pizarron a realizar diferentes giros, iniciando en “A” y en el sentido
contrario al movimiento de las manecillas del reloj. Cada alumno que pasaba, realizaba su

giro y anotaba su respuesta en fraccioén (accioén y comunicacion):



"4t

" 14m
4. 14"

314"

6".14"

1".14"

5".14"

En cada movimiento (accién), los alumnos anotaban el nimero de partes con respecto al

entero y lo anotaban en el pizarréon (comunicacion)

Cuando completaron la vuelta, establecieron que en todo el circulo hay 360 partes de 360 en

total, completando el entero.

Hasta este momento de la secuencia, los alumnos buscaron y encontraron ¥, # +
, (Mitchelmore and White), # , C #, sin llegar a la definicién del

concepto. Hasta que el docente especifico lo siguiente:

"1

14".14"

11".14"



Llamemos a cada una de estas pequefias partes “grado’:

1/360 = 1 grado

Entonces:

)#h

ll2




En esta figura se presenté un problema con Ramoén. A él no le fue facil identificar en el
circulo trabajado (el dividido en doce partes), donde quedaba la octava parte, para
determinar cudntas de esas partes pequefiitas encontrarfa en ese giro.

Naomi, paso al pizarron y le ayudo a encontrarlo:

"4t

" 14m
4. 14"

B
23.14"

314"
1".14"

6".14"

11m.14"

5".14"

Ella explicé que para la segunda figura, el giro es de 1/8. Trazé esa linea roja para
determinar en donde se ubica Y4 de giro y coment6 que en un doceavo, tenemos 30 partes

pequenitas mas 15 de la mitad del otro doceavo, por lo tanto hasta ese punto estamos

hablando de 45 partes de 360.
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En lo sucedido con Ramoén, podemos encontrar que, al aplicar la secuencia en un grupo
completo, encontraremos siempre alumnos que trabajan a un ritmo mas rapido que otros.
Mientras que algunos dejaran el material concreto mas rapido, otros seguramente
necesitarin mas tiempo. Sin embargo, la  ¥# * # #, entre ellos
permite ayudar en la comprension de los conceptos.

Con respecto a la Teorfa de Situaciones Didacticas, en esta parte de la secuencia los
alumnos realizaron diferentes acciones al girar sus flechas para encontrar el valor del giro, y
comunicaron sus diferentes resultados al grupo.

Algunos necesitaron validarlo, como en el caso de Ramoén. Los alumnos usaron el angulo
sin saberlo hasta que terminé la secuencia, en ese momento encontraron la relacion del
concepto trabajado.

Se trabaj6 la parte cuantitativa del angulo, desde el momento en que establecieron un
numero para cada giro realizado. Pero también trabajaron la parte cualitativa del mismo,
desde el momento en que trabajaron otra faceta del angulo (angulo como giro) y desde el
momento en que trabajaron la medicién del mismo en ambos sentidos.

En relacién a la Teorfa cognitiva de Mitchelmore & White, los alumnos pasaron a otra
faceta en el momento en que no requirieron ahora de tanto material. En las dos primeras
sesiones trabajaron con objetos donde el angulo esta presente, en esta ultima, pasaron a
otro momento de abstraccion en cuanto realizaron clasificaciones de situaciones especificas

y establecieron contextos generales con similitudes y relaciones.

ll4



En esta ultima sesion, se repitié parte de la quinta y sexta parte de la secuencia, para poder
concluitla correctamente.
Iniciamos retomando que en el cuadrado encontramos Y4 de giro o se sombred V4 parte de

la circunferencia. El docente elaboré una serie de preguntas donde los alumnos contestaron:

P: Cuando trabajaste con el cuadrado, ¢qué parte de la circunferencia sombreaste?

R: %

P: Cuando trabajaste con medio cuadrado (triangulo isésceles), ¢Qué parte de la circunferencia
sombreaste?

R:1/8

P: Cuando trabajaste el tridngulo equilatero, squé parte de la circunferencia sombreaste?

R:1/6

P: Cuando trabajaste con medio equilatero (Tridngulo escaleno), ¢qué parte de la circunferencia
sombreaste?

R:1/12

Se revisé también lo trabajado con el inicio de la sexta parte de la secuencia, en donde se

relaciond el giro con la porcion de circulo:

AVA
=
J

D
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En esta parte, se esta trabajando un nivel de abstraccion mayor, en el momento en que los
alumnos tuvieron que establecer relaciones y clasificar las figuras con base a las fracciones
de giro generadas.

Se revisaron también, los giros efectuados con la flecha. En este punto se retomé el hecho
de que los giros pueden darse en ambos sentidos si no se especifica hacia dénde. Esto
refuerza el hecho de que los angulos no sélo se miden en el sentido del movimiento de las
manecillas del reloj, sino también en el sentido opuesto.

Para ello, utilizaron el siguiente esquema:

H

P: ¢A qué figura te recuerda esto?

R: Al reloj

P: ¢En qué sentido giran las manecillas del reloj?

R: Hacia la derecha

P: Si la manecilla esta en el tres y se mueve hasta el 7, ;qué fraccion del circulo recorti6?
R:4/1262/6

P: Y si esta en el uno y se mueve hasta el siete, ¢qué fraccién recorrié?

R:%2 o0 2/4,3/6 o 6/12

P: ¢Tendra que ver el tamafio de la manecilla?, es decir, si tienes un reloj grande como el
proyectado en el pizarrén y uno pequefio (de pulsera) y en ambos, la manecilla se mueve del uno
al siete, ¢qué fraccién recorrié la manecilla del mas grande?

R: %2

P: ¢Y la manecilla del pequefio?

R: También V2

P: ¢cImporta si es un reloj mas grande o mas pequefio?

R: No

P: sPor qué crees que no importa?

R: Porque tienen las mismas divisiones.

P: sImporta si la flecha es mas grande o mas pequefa?

R: No

ll6



P: ¢El giro sera el mismo? 6 ¢diferente?

R: Seri el mismo.

En esta parte de la secuencia, el alumno esta relacionando las figuras trabajadas, con un
objeto real que él manipula constantemente, el reloj. Identificando en él, los giros analizados
en los esquemas anteriores, en el sentido del movimiento de las manecillas del reloj.
Identifica también que no importa el tamafio del reloj o de las manecillas, los giros siempre
seran los mismos. Esto nos habla de cualidades presentes en el angulo donde la longitud de
los lados es independiente de la abertura del mismo.

Se revis6é también lo visto en la sesidén anterior con la parte seis de la secuencia donde el
alumno manej6 el mismo circulo, con las mismas divisiones, pero ahora nombrando con

letras cada punto.

Se solicit6 trabajar nuevamente con la flecha y en el sentido contrario al movimiento de las

manecillas del reloj, iniciando en el punto “A”.

P: Los giros que te pedi en este esquema, ¢en qué sentido deben ser?
R: A la izquierda

P: ¢Cual fue tu punto de partida?

R: A

La decision de iniciar en el punto “A”, fue decision del docente, por eso se aclara:

P: ¢Podria ser otro el punto de partida?
R: Si
P: Si desde A, giro la flecha hasta E, ¢a cuanto equivale el giro?

R:4/12,2/6

Aqui podemos ver la parte cuantitativa del angulo en el momento en que establecemos una

cantidad (fracciéon) que indique la magnitud del giro. Y se esta estableciendo otra cualidad



del angulo, ya que puede construirse en el sentido contrario al movimiento de las manecillas

del reloj y a partir de cualquier punto.

P: Imaginate que cada doceavo lo divides en partes mas pequefias y que cada doceavo lo divides en
30 partes mas pequeflas. Considerando lo anterior, si nos movemos de A a B, ¢cuantas de esas
partes recorriste?

R: 30

P: :De cuantas?

R: De 360

P: oY al llegar a C?

R: 60 de 360

P: Y al llegar a D?

R: 90 de 360

P: Y al llegar a E?

R: 120 de 360

P: oY al llegar a F?

R: 150 de 360

Y asf sucesivamente hasta llegar a L. El circulo proyectado en el pizarrén se fue marcando

de la siguiente manera mientras los alumnos respondfan a las preguntas de docente:

= 14".14"

11".14"

"4

P: oY alllegar a L?

R: 330 de 360

P: oY al llegar nuevamente al punto A?
R: 360 de 360, igual a un entero.

P: ¢A qué te recuerda esto?

Ri: Al reloj

Ro: A los grados

P: A qué mas?

R: A un “transformador”




P: Querras decir transportador?

R: si

Aqui, el alumno empieza a relacionar las construcciones realizadas, con el concepto de
angulo. Y visualiza el significado de lo que es un transportador.

La parte de accion es ya muy reducida, sin embargo, los alumnos continian con
formulaciones, en el momento en que comunican sus descubrimientos y validando, cuando
demuestran sus hipotesis.

P: Qué pasa si ahora el giro inicia en G y el movimiento serd en el sentido de las manecillas

del reloj. ¢Cudntas partes recorreré hasta el punto F?

R: 30/360
P: oY al llegar a E?
R: 60/360

El docente ahora busca que encuentren el sentido de cuantificar el angulo pero en el sentido
opuesto. Sabemos que un transportador, tiene la graduacion en ambos sentidos. Aqui, el

alumno descubre esas dos aplicaciones del transportador:

Conforme el docente elabora preguntas, los alumnos las contestan (comunicacién) y se

anotan en el pizarron:

P: ¢Td crees que si este circulo proyectado fuera més pequefio, se mantendrfan las mismas
divisiones?, o ¢cambiarfan?

R: Se mantendrian

El docente, reduce la figura proyectada y los alumnos comentan (comunicacion):

R: Se mantienen




A continuacion se aplico la resolucion de la dltima pagina de la secuencia:

Completa el siguiente cuadro:

) 1) :

Sessnnnnnnnnnn
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Aclarando lo siguiente:

P: Cuando hicimos los giros encontraste diferentes equivalencias, sverdad?

R: Si




P: Por ejemplo, en 4 de giro, ¢a qué fraccién corresponde si cada doceavo esta dividido en 30
partes?

R: A 90 de 360

P: Dijimos en la sesion antetior, que a 1/360 le llamaremos 1 grado. Entonces, si en ¥4 hay 90 de
360, ¢Cuantos grados hay?

R: 90

P: En 1/8, scuantas de esas partes habia?

R: 45

P: «Cuantos grados son?

R: 45 grados.

P: ¢:En 1/6?

R: 60 de 360 partes

P: sCuantos grados son?

R: 60 grados

P:¢Yen1/12?

R: 30 de 360

P: ;Cuantos grados son?

R: 30 grados

En esta parte, la “institucionalizacion” se hace presente. El docente es quien necesita ayudar
al alumno a establecer esa equivalencia. Ya que el alumno por si solo sera dificil que la
establezca.

Pero, en el momento en que el docente establece que 1/360 parte de circunferencia o giro,

equivale a 1 grado, los alumnos comunican sus equivalencias.

P: Regresando a las figuras que inicialmente trabajamos, en el cuadrado, ¢qué parte del circulo
sombreaste?

R: Va

P: En grados , ¢a cuantos grados equivale?

R: A 90 grados

P: cPor qué 90?

R: Por qué a mi me dijeron que en un cuadrado hay 90 grados.

P: Pero relacionandolo con lo que estuvimos trabajando, ¢cuantos doceavos hay en 4?
R:3/12

P: y ¢scuantas divisiones dijimos que hay en 1/12?

R: 30

P:yc¢en3/12?

R: 90




En esta parte, diferentes alumnos pasaron al pizarrén para llenar el cuadro proyectado,
explicando el por qué de sus respuestas. Aqui, los alumnos  ¥# y # ,
pero apoyados en la institucionalizaciéon del concepto, ya que tienen ahora que indicar el
giro generado en el vértice de cada figura pero ahora en términos de (

Los alumnos estan trabajando ya un nivel mas de abstraccion, respecto a la Teoria cognitiva
de Mitchelmore y White, en el momento en que trabajaron manipulando objetos escolares,
clasificaron los diferentes giros, establecieron relaciones, y ahora expresan esos giros en
términos de grado.

Contindan cuantificandolo, en el momento en que aplican una magnitud para medirlo, s6lo
que ahora no utilizan la fraccién de giro o porcién del circulo, sino su equivalencia en
grados.

Ahora toca el turno de otro alumno que trabajara la mitad del cuadrado (Triangulo

rectangulo isosceles):

P: ¢Qué figura es?

R: Un triangulo isésceles

P: Pero, ¢de donde sali6?

R: De la mitad del cuadrado

P: :Qué giro hiciste con éI? O ¢qué parte del circulo sombreaste?
R:1/8

P: ;Y cudntos grados son?

R: 45 grados

Continuamos con la comunicacién de resultados. Los alumnos anotan en el pizarron y el

resto lo hace en sus secuencias impresas.

P: cQué figura es?

R: Un tridngulo equilatero

P: :Qué fraccién de giro encontraste en esa figura?
R:1/6

P: ¢A cuantos grados equivale?

R: 75 grados

P: ¢Estas segura?, ¢Cudntos doceavos hay en 1/6?
R:2/12

P: ¢y si en cada doceavo hay 30 partes?

R: Entonces son 60




P: ¢Estan de acuerdo todos?

R: Si

El alumno ¥# sus resultados, pero el docente se percata de un error y comienza a
generar preguntas para que el alumno reformule sus respuestas. Entonces tendra que
! lo que esta diciendo. De esa manera, el alumno se da cuenta de su error y

corrige su resultado, comunicando el nuevo: 60 grados.

P:¢Qué figura es?

R: Triangulo escaleno

P: ¢:De donde viene esa figura?

R: De la mitad de un tridngulo equilatero

P: ¢Qué fraccién de giro generaste en la mitad del vértice original?
R:1/12

P: oA cuantos grados equivale?

R: A 30 grados.

El docente anota en cada vértice de cada figura, el angulo segin le van diciendo los

alumnos:

Y D) :
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Hasta este momento, el alumno regresé a las figuras iniciales, para expresar el giro o la
abertura generada en cada vértice pero ahora en términos de grado.

La secuencia finalizé con las escuadras, buscando identificarlas como mitades del cuadrado
y del triangulo equilatero e identificando en ellas los angulos generados en cada uno de sus

vértices, relacionandolas con la secuencia trabajada.

P: Te voy a ensefiar una imagen y quiero que me digas , ¢qué figura es?

R: Un cuadrado

La imagen proyectada en el pizarrén fue la siguiente:




P: Esa es la figura con la que iniciamos la actividad, cuando colocaste aqui tu circulo, squé parte

sombreaste?

R: Va

P: ¢A qué te recuerda ahora esta imagen?
R: Son dos escuadras
P: ¢En qué materias utilizas las escuadras?

R: En dibujo, en matemdticas.




P: Utilizando sélo la escuadra azul fuerte, ¢qué fraccion encontrarfas en este vértice?
R:1/8
P: Y sies 1/8, :Cudntos grados hay en ese vértice?

R: 45 grados.

Se buscé analizar los otros dos vértices, de tal manera que el alumno identificara ahora en

una sola figura las diferentes fracciones y angulo:

P: ¢Qué fraccién encontrarias aqui?
R: 1/8 también
P: ;Cuantos grados representa?

R: 45 grados.




P: Y aqui, ¢qué fraccion de giro serfa?

R: Y

P: ¢A cuantos grados equivale?

R: A 90 grados.




El docente presenta una escuadra similar con material de fomi y mucho mas pequefia que la

proyectada en el pizarron:

P: Esta otra escuadra es mas pequefia que la proyectada, ¢de qué figura geométrica viene esta escuadra?
R: De un cuadrado

P: sCuanto mediran los angulos de sus tres vértices?

R: 45,45y 90

P: En el pizarrén esta proyectada una escuadra enorme y yo aqui tengo una mas pequefia, ¢tienen los
mismos angulos?

R: Si




P: sPor qué?

Ri: Porque sigue siendo la misma fraccién de giro
Ry: Porque sigue siendo la mitad de un cuadrado.
P: s Ambas siguen siendo la mitad de un cuadrado?

R: Si

En esta parte, el alumno esta comunicando sus conclusiones y demostrando sus respuestas
al momento de explicar sus deducciones.

Se esta trabajando con cualidades del angulo en el momento en que se especifica que no
importa el tamafio del objeto, el angulo se mantiene. Se trabaja también la parte cuantitativa
del angulo en el momento en que se establece una magnitud para meditlo, en términos de
fraccion o de grado.

Se trabaja la institucionalidad del concepto, en el momento en que la medida del angulo se
da en términos de grado, considerando que 1/360 equivale a 1°, para lo cual el alumno tiene

que hacer las conversiones necesarias (a través de abstracciones sucesivas).

A continuacion se proyecta una nueva fig




P: Fijate en esta otra figura, sQué figura es?

R: Un triangulo equilatero

P: Después de trabajar con el cuadrado, trabajaste con el tridngulo equilatero, ¢qué fraccién
encontraste en este vértice?

R:1/6

P:Y en 1/6 de giro, ¢qué angulo estd presente?

R: 60 grados

P:y, ¢en este otro vértice?

R: También 60 grados

P: Fijate en esta otra imagen, ¢a qué te recuerda?

R: A las escuadras

El docente presenta la siguiente imagen y pasa a un alumno al pizarrén para que anote en

cada vértice el angulo generado, dependiendo de la fraccion de giro existente en cada punto:




P: En la escuadra azul fuerte, anota los angulos presentes en cada vértice.

El alumno explica sus anotaciones:

R: En la esquina inferior izquierda tenemos un angulo de 60 grados. El superior es de 30 porque se
divide el de 60 a la mitad. Y el inferior derecho es de 90 grados.
P: ¢Qué fraccién de giro hay en el superior?

R: 1/12 de gito

El docente muestra una escuadra similar a la proyectada, pero mas pequefia:

P: Si tengo esta escuadra pequefia, los dngulos ¢serdan los mismos? O ¢diferentes?
R: Seran los mismos
P: sPor qué?

R: Porque sigue siendo la mitad de un triangulo equilatero.

En esta parte reafirmamos la parte cualitativa del angulo en el momento en que el alumno
identifica que no importa el tamafio de la escuadra, los angulos se mantienen. También
trabajamos la parte cuantitativa en el momento en que se da una magnitud para medir cada
vértice en términos de fraccion y en términos de grado. El alumno tiene que recuperar la
informacién de las actividades realizadas al inicio de la secuencia para establecer conexiones

con este nuevo material (abstracciones sucesivas).

El docente ahora muestra dos juegos de escuadras de fomi y pregunta:



P: Con estos dos juegos de escuadras, ;como formatifas el cuadrado y el tridngulo equilatero?, sQuiénes

pasan?

Pasan al frente dos alumnos y cada uno toma un juego de escuadras. Ellos preguntan:

Paumnos: ¢Con estas debemos formar el cuadrado y el triangulo equilatero?
Raocente: SI

Patumnos: ¢Pero con estos?

Ruocente: Si, con esos

Patumnos: ¢NO podemos cambiarlos?

A D!

Intercambiaron escuadras de tal manera que un alumno se qued6 con los dos triangulos
isésceles (escuadras de 45°) y el otro con los tridngulos escalenos (escuadras de 30° y 60°).
Con las dos primeras, un alumno formo el cuadrado y con las otras dos, otro alumno formé
el triangulo equilatero. Pero tuvieron que intercambiarlas.

Con este dltimo ejercicio, los alumnos encontraron una aplicacion de lo aprendido en un
material que es de uso comun en la escuela. Lograron manipular el cuadrado y el triangulo
equilatero para encontrar fracciones de giro o porciones generadas en el circulo, para
construir la relaciéon de lo anterior con el reloj y con el transportador y encontrar la
equivalencia de esas fracciones de giro con lo que representa un grado identificindolo en el
transportador. Para ello tuvieron que realizar una serie de abstracciones, clasificaciones y

relaciones hasta llegar al concepto de grado. Realizaron diferentes acciones, comunicaron



sus resultados y validaron sus respuestas para llegar a la Institucionalizacion del concepto
con la ayuda del docente.

Manejaron la parte cualitativa del angulo, al manejarlo como giro y como fraccién de
circunferencia, establecieron que no importa el tamafio de sus lados pues se conserva el giro
o la porciéon y que puede generarse en ambos sentidos (en el sentido del giro de las
manecillas del reloj y viceversa).

También se trabajé con la parte cuantitativa desde el momento en que se establecié una
magnitud, primero como fraccién y finalmente como angulo.

Finalmente, se les pidi6 a los alumnos que en la parte de atras de su secuencia, anotaran una
definiciéon para angulo. En el anexo 2, se podran consultar todas ellas. Sin embargo, algunas

de las definiciones que ellos escribieron fueron las siguientes:

P: :Qué es para ti un angulo?

A1: Es una fraccién pero se representa en grados.

Az Los grados que contiene una figura.

As: Un angulo es una medida de un punto de una figura.

Ay La unidn de dos lineas rectas.

As: Un dngulo es una unién de lineas que dejan de un vértice un espacio. (y dibuja un
triangulo marcando los angulos de cada vértice)

Ag: La abertura que queda al unir 2 lineas formando una punta. (Y dibuja un ejemplo)

A7: Es la parte de una figura, una medida.

Asg.Es un tipo de medicién para las figuras y es la parte de una figura

Ao: Una abertura que puede medir varios grados

Aio: Es la esquina de un triangulo.
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Con base en la investigacion realizada sobre la construccion del concepto de angulo podemos

establecer los siguientes resultados:

5(

Se logré que el alumno usara la nocién escolar de angulo manipulandolo a través
de diferentes figuras geométricas, sin saber de qué se trataba. Incluso llegb a

pensar que el tema tratado era el concepto de fraccion.

En la secuencia se favorecié que el alumno trabajara el angulo en su forma estatica,
cuando sombreaba la fraccién encontrada en el circulo, y de forma dinamica, a través
de los giros. Esto propiciaba un paso de la forma a la medida.

Se favorecié también, el que el alumno encontrara que no importa el tamafio de la
figura, o la longitud de los lados de la misma, el angulo, el giro, o la fracciéon se
conservan.

Se logré que el alumno identificara que para medir un angulo, no es necesario iniciar
en el punto “A” de su esquema. La referencia, o el punto de inicio no es unico, se

determina.

Se logré que el alumno cuantificara los giros o las porciones del circulo sombreadas.
Las expresiones usadas se dieron en términos de fracciones: %4, 1/8, 1/6, 1/12 Hacia
el final de la secuencia, en una fase de institucionalizacién, se relacionaron estas
cantidades con el angulo en cada vértice: 90°, 45°, 60°, 30°, respectivamente.
En la secuencia, se favoreci6 el que los alumnos identificaran que un angulo puede
medirse en el sentido de las manecillas del reloj, y en el sentido contrario.

1
En la secuencia, se logréo que el alumno identificara en el transportador, lo que
representa 1/360 de patte o giro.
Identific6 también que el giro de un angulo puede realizarse en el sentido de las

manecillas del reloj, o en el sentido contrario.



Se inici6 con las figuras geométricas conocidas (cuadrado, triangulo, equilatero,
triangulo isésceles, triangulo escaleno), primero identificando en ellos los giros
necesarios para cubrir una circunferencia completa.

Se favoreci6 el que el alumno identificara la presencia del angulo en el reloj, como
giros que pueden darse en ambos sentidos.

Se favorecio el que el alumno trabajara con elementos escolares donde el angulo esta

presente.

B 8B
Se logré que el alumno relacionara la figura trabajada, con la fracciéon de giro
obtenida en cada caso. Y también se logré que relacionara esa figura con las

divisiones correspondientes obtenidas en el circulo al girarlo.

(

Se logté que el alumno encontrara relaciones entre diferentes partes de giro,

relacionadas con las diferentes partes del circulo.

3 B (

Conforme se avanzé en la secuencia el alumno abandonaba el uso de material
manipulable, lo cual plantea evidencia del proceso de abstraccién sucesiva reportado
por Mitchelmore y White, para la construccion del concepto.

Se logté que el alumno visualizara 1/360 parte del circulo o giro y los relacionara
con el reloj o el transportador. Sin embargo, asociar esta construccion al concepto de
grado fue labor del profesor institucionalizando el saber.

Finalmente se logré que el alumno identificara las escuadras como mitades del

cuadrado y del equilatero, identificando los angulos de 90, 30, 60 y 45 en ellas.



0 (
Se logré que el alumno manipulara objetos como fueron las figuras geométricas

basicas.

50( B 1 (
La secuencia favoreci6 que el alumno generara hipétesis y comunicara sus

observaciones y resultados.

55( (

Se favoreci6 el que el alumno demostrara y comprobara sus hipétesis y cada alumno

a su propio ritmo.

5<( (
Se alcanzé que el docente finalizara la secuencia institucionalizando el saber, en el
momento en que se establece la relacién de 1/360 parte de giro con un grado y se
favorece el que el alumno idenfique ahora esas fracciones de giro o parte con

angulos.
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En el presente trabajo de investigacion, hemos desarrollado uno de los temas escolares mas
complicados dentro de la curricula escolar: “el angulo”. Cabe mencionar que a lo largo de
los afios escolares de todo estudiante, en nuestro sistema escolar, el concepto de angulo
juega un papel importante para el desarrollo de muchos otros temas escolares en el area de
las matematicas y de otras disciplinas. Sin embargo, el estudio y construccion del concepto,
como un inicio, es en la mayoria de los casos incompleto y poco profundo.

En la primaria, el alumno se enfrenta al concepto hasta el 4° afio y su construccién es muy
simple. Y, posteriormente, se pretende que lo aplique en la construccién de otros temas.
Basicamente, la naturaleza del concepto, no es explotada en todos sus sentidos.
Comunmente trabajamos mas la parte cuantitativa y de relacién, que las cualidades propias
del concepto, que le permitan al estudiante enfrentarse a sus diferentes facetas.

La intencién de la presente propuesta es un intento de trabajar con mas detalle la
construccién de este complicado concepto, intentando abordar no sélo la medicion y la
definicion del concepto, sino trabajar la parte cualitativa del mismo que muchas veces
ignoramos o consideramos de naturaleza trivial.

El estudio epistemolégico del concepto nos demuestra, que a lo largo de la historia, el
angulo se uso y posteriormente se definié con diferentes discusiones sobre su naturaleza. Y,
hasta nuestros dias, esa discusiéon aun no termina. De ahi la complejidad del concepto que
muchas veces queremos abordar en el saloén de clases desde una perspectiva mas simple.

En un primer momento se hablé de “uso” dentro de las culturas primitivas en cuanto a
inclinacién y direccién, ambos presentes en la arquitectura y en el estudio de los movimientos
de los astros. Incluso, en la cultura babilonia se habla de la divisién de la circunferencia en 360
partes que tiene que ver con sus calendarios.

En ambas situaciones, esta presente la forma (caracteristicas del angulo por la inclinacién, por
lo estatico presente en sus edificios y en lo dindamico presente en el movimiento de los astros) y
también en la medida en el momento en que la circunferencia esta dividida en 360 partes por
sus estudios de astronomia.

Al final, en la secuencia, el alumno maneja la forma y la medida (inclinaciéon de los lados y
direccion de los movimientos), usando el angulo sin tener una definicién del mismo y sin ser
explicito el conocimiento para el estudiante. Y al mismo tiempo, esta trabajando la forma y la

medida.



Como investigadores dentro de la Matematica Educativa, queda demostrado que la Teorfa
puede darnos elementos importantes que permitan explicar cémo es que un concepto
muchas veces presenta diferentes complicaciones de tipo cognitivo, didactico vy
fundamentalmente epistemologico. Entender que el propio concepto es por si mismo, un
caso importante a estudiar y que, el estudio de su naturaleza, puede aportarnos elementos
importantes que podemos considerar a la hora de disefiar nuestras estrategias didacticas.
Por otro lado, el uso de la Ingenierfa Didactica, nos permite trabajar el concepto con mayor
profundidad, para lograr un disefio didactico que integre, de manera sistémica, todas las
componentes que intervienen en el proceso de ensefianza y aprendizaje.

En conclusion, este trabajo pretende aportar las bases para posteriores disefios didacticos
que permitan enriquecer el concepto sobre todo desde las primeras construcciones
escolares.

Considero que todavia hay mucho por hacer, pues en este primer intento, el alumno
construye de manera estitica y dinamica el concepto obteniendo, entre otras cosas, un
instrumento escolar que ayuda a medir el angulo: el transportador. Faltarfa trabajar mas el
concepto, en otras figuras geométricas y en otras actividades de diversas disciplinas donde el
angulo esté presente, por ejemplo, en la resolucion de problemas.

Creo también, que el uso de la tecnologfa, podria aportar diferentes oportunidades de
explotar aun mas las caracteristicas cualitativas, cuantitativas y de relaciéon presentes en el

concepto.
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Secuencia Didactica para el alumno
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Recibiras el siguiente material:

Base de Fomi
Un cuadrado.

Tres circulos de Mica de diferentes tamafos.

1

2

3

4. Plumones indelebles
5. Chinches

6

Regla graduada

Sobre la base de Fomi, coloca el cuadrado No. 1.

@ Coloca el centro “M” del circulo No. 1 sobre el vértice “A” del cuadrado y fijalos con

una chinche:

Fomi

¢Cuantos lados del cuadrado comparten el vértice “A”?

\@%\ Remarca con el plumoén, desde el vértice “A”, esos lados s6lo sobre la mica circular. Ayudate
de la regla graduada.

Sombrea en el circulo (con el plumén indeleble), el espacio que se encima en el cuadrado:

13



¢ Qué fraccion del circulo sombreaste?

¢Coémo puedes comprobarlo?

Sombrea, con varios colores en este esquema, las diferentes partes iguales que encontraste
en el circulo:

(Una parte ya esta sombreada)

3

Retira el circulo No. 1

@ Sobre el mismo cuadrado, coloca ahora el circulo No.2 de tal manera que el centro del

mismo coincida con el vértice “A” del cuadrado. (Utiliza una chinche para fijatlos)

S|

g

v 2

Traza las lineas que salen desde el centro del circulo y coinciden con los lados del cuadrado.
V_z

Mircalos solo sobre la mica.

€

g Sombrea en el circulo, la parte que se encuentra sobre el cuadrado.

¢Qué parte del circulo sombreaste?

¢Como lo compruebas?

Sobre el Cuadrado No. 1, coloca ahora el circulo 1 y el circulo 2, haciendo coincidir los

centros con el vértice del cuadrado:

14



¢Qué parte del circulo 2 esta encima del cuadrado?

¢Qué parte del circulo 1 esta encima del cuadrado?

Repite la actividad ahora con el circulo No. 3

QA
>

Ahora, toma los tres circulos, haz coincidir los centros con el vértice del cuadrado.

Responde:

N

¢Qué parte o fraccion quedd delimitada del circulo 17
¢Qué parte o fracciéon quedd delimitada del circulo 27
¢Qué parte o fraccién quedd delimitada del circulo 32

¢Son iguales las areas delimitadas?

¢Si utilizaras  un  cuadrado  méds  grande,  cambiarfa  la  fraccion
sombreada?
Vamos a denominar a esta fracciéon o este giro como de vuelta y nos

vamos a guiar por la esquina del cuadrado:

EEEE =

15
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Recibiras el siguiente material:

1. Base de Fomi

Un cuadrado.

Tres circulos de Mica de diferentes tamanos.

Chinches

2

3

4. Plumones indelebles
5

6. Regla graduada

7

Tijeras

5 Trazar la diagonal AC en el cuadrado
j

7 Recotta por la diagonal:

¢Qué figura tienes ahora?

@ Coloca la mica del circulo No. 1 sobre la figura, de tal manera que el centro del mismo

coincida con el vértice A del nuevo triangulo. Utiliza una chinche para fijarla:

Fomi

¢Cuantos lados del triangulo comparten el vértice “A”?

-

Remarca desde A esos lados con el plumén y la regla. (Sélo sobre la mica)

16



Sombrea la seccién del circulo que esta encima del triangulo:

¢Qué parte del circulo representa el area sombreada?

ﬁ Gira el circulo sobre el vértice A para encontrar cuantos giros iguales puedes hacer.

¢Cuantos fueron?

Dibuja en el siguiente circulo las diferentes partes que encontraste:

Q
<
1] Cada parte representa de vuelta.
Realiza lo mismo con el circulo No. 2 y con el mismo triangulo rectangulo.
¢Qué parte quedo delimitada del circulo 2?

Si realizaras lo mismo con el circulo 3, ;Qué parte quedarfa delimitada del circulo 3?

Seran iguales las areas delimitadas?

¢Cambiarfa la parte delimitada si usas la mitad de otro cuadrado mas grande o mas

pequenio?

Vamos a denominar este giro como de vuelta y nos vamos a guiar por la

esquina A del medio cuadrado:

EEEE =

1l
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B 1
g é?:‘«” Recibiras el siguiente material:
A= 1. Base de Fomi
2. Un triangulo equilatero.
3. Tres circulos de Mica de diferentes tamafios.
4. Plumones indelebles
5. Chinches
6. Regla graduada

%9 Sobre la base de Fomi, coloca el triangulo equilatero.
Coloca el centro “M” del circulo No. 1 sobre el vértice “A” del triangulo equilatero y

fijalos con una chinche:

Fomi

% Con la regla traza una linea que salga del centro del circulo y coincida con uno de los
lados del triangulo. Realiza lo mismo sobre el otro lado del triangulo que comparte el

mismo vértice.(s6lo traza sobre la mica)

é Sombrea en el circulo (con el plumén indeleble), el espacio que se encima en el

triangulo equilatero:

2Il



¢Qué parte del circulo sombreaste?

¢Coémo puedes comprobarlo?

Sombrea en este esquema, las diferentes partes iguales que encontraste en el circulo:

(Una parte ya esta sombreada)

Retira el circulo No. 1
%ﬁ Sobre el mismo triangulo equilatero, coloca ahora el circulo No.2 de tal manera que el
centro del mismo coincida con el vértice “A” del triangulo. (Utiliza una chinche para
fijatlos)
% Traza las lineas que salen desde el centro del circulo y coinciden con los lados del
triangulo equilatero. (Sélo en la mica)
Sombrea en el circulo, la parte que se encuentra sobre el triangulo equilatero.

¢Qué parte del circulo sombreaste?

¢Como lo compruebas?

Sobre el Triangulo equilatero, coloca ahora el circulo 1 y el circulo 2, haciendo coincidir

los centros con el vértice del triangulo:




¢Qué parte del circulo 2 esta encima del triangulo equilatero?
¢Qué parte del circulo 1 esta encima del triangulo equilatero?
Repite lo mismo con el circulo No. 3

¢Qué parte de él sombreaste?

Ahora, toma los tres circulos, haz coincidir los centros con el vértice del triangulo
equilatero, traza las lineas que salen desde el centro de la circunferencia y coincidan con

los lados del triangulo:

¢Qué parte quedo delimitada del circulo 17
¢Qué parte quedo delimitada del circulo 2?
¢Qué parte quedd delimitada del circulo 32

¢Son iguales las areas delimitadas?

¢Cambiarfa la parte o fraccion sombreada si usas un tridngulo equilatero mas grande o

mas chico?

Vamos a denominar a esta fraccién o giro como de vuelta y nos vamos a

guiar por la esquina del triangulo equilatero:

3 EEEE =
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2
3
4.
5
6
7

Recibiras el siguiente material:

1.

Base de Fomi

Un triangulo equilatero.

Tres circulos de Mica de diferentes tamafios.
Plumones indelebles

Chinches

Regla graduada

Tijeras

% Trazar la altura en el triangulo equilatero que pase por el vértice “B”

7/

S5
3

& Recorta por esa linea:

¢Qué figura tienes ahora?

Trabajaremos ahora sobre el vértice “B”

Coloca la mica del circulo No. 1 sobre la figura, de tal manera que el centro del mismo

coincida con el vértice B del nuevo triangulo. Utiliza una chinche para fijarla.

Sombrea la seccion del circulo que esta encima del triangulo:

¢Qué parte del circulo representa el area sombreada?

Gira el circulo sobre el vértice B para encontrar cuantos giros iguales puedes hacer.
¢Cuantos fueron?

Dibuja en el siguiente circulo las diferentes partes que encontraste:

21



Cada parte representa de vuelta.
Realiza lo mismo con el circulo No. 2 y con el mismo triangulo rectangulo
¢Qué parte quedo delimitada del circulo 2?

Si realizaras lo mismo con el circulo 3, ;Qué parte quedarfa delimitada del circulo 3?

¢Seran iguales las areas delimitadas?

¢Cambiarfa la parte o fraccién delimitada si usas la mitad de otro triangulo equilatero

mas grande o mas pequefio?
Vamos a denominar esta fraccién o giro como de vuelta y nos vamos a

guiar por la esquina B del medio Triangulo equilatero:

EEEE =

22
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Vamos a establecer conclusiones:

¢Cémo llenarias este cuadro?

D#h D) L0 #

So6lo hemos trabajado dos figuras:
- Cuadrado
- Triangulo Equilatero

Y la mitad de cada uno

23
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Relaciona ambas columnas con una linea:

24



Tomemos el circulo con doce divisiones:

Recibiras el siguiente material:
1. Base de Fomi
2. Flecha
3. Tachuela

25



Coloca la hoja anterior sobre la base de fomi y fija la flecha con la tachuela al centro del

circulo.

1= 1 # +

Ubica la flecha en el punto 3. Ese sera tu punto de inicio en cada caso:

Gira la flecha hasta llegar al numero 12.
Ese giro equivale a de vuelta

¢En qué sentido giraste la fleca?

Gira la flecha hasta llegar al numero 9.
Ese giro equivale a de vuelta.

¢En qué sentido giraste la flecha?

Gira la flecha hasta llegar al numero 1.
Ese giro equivale a de vuelta

¢En qué sentido giraste la flecha?

Gira la flecha hasta el numero 4.

b0 4l

Ese giro equivale a de vuelta

¢En qué sentido giraste la flecha?

Ahora cambiemos el punto de inicio.

Ubica la flecha en el punto 9. Ese sera ahora tu punto de inicio para cada uno de los

siguientes movimientos:

Gira la flecha hasta llegar al numero 6.
Ese giro equivale a de vuelta

¢En qué sentido giraste la fleca?

Gira la flecha hasta llegar al numero 3.
Ese giro equivale a de vuelta.

¢En qué sentido giraste la flecha?

Gira la flecha hasta llegar al numero 7.
Ese giro equivale a de vuelta

¢En qué sentido giraste la flecha?

Gira la flecha hasta el namero 2.

poad

26




Ese giro equivale a de vuelta

¢En qué sentido giraste la flecha?

Vamos a utilizar ahora la misma figura pero cada punto con una letra:

Coloca las letras en el siguiente orden:

Punto3 A
Punto2_ B
Puntol  C
Punto 12__ D

2'



Y asi sucesivamente hasta llegar a la letra
En las secuencias anteriores, dividiste el circulo en diferentes partes ayudandote de dos

figuras: y

Imagina que seguimos dividiendo en partes mas pequefias.

¢Qué pasaria si cada doceavo ahora lo divides en treinta partes iguales?
¢Cudntas partes habtia en 2/12?

¢Cudntas partes habria en 3/12?

¢Cuantas partes habria en "4 de vuelta?

¢Cuantas partes habria en 2 giror?

¢Cuantas partes habria en una vuelta completa?

Utiliza el circulo anterior con letras.

Fija la flecha con la tachuela.

Iniciemos en la letra A y contesta: (Recuerda que cada doceavo ahora esta dividido en 30
partes mas pequenas)

Realiza tus giros en este sentido

Gira la flecha desde A hasta B.

Ese giro equivale a de vuelta

Gira la flecha desde A hasta C.

Ese giro equivale a de vuelta.

Gira la flecha desde A hasta D.

Ese giro equivale a de vuelta

Gira la flecha desde A hasta G.

Ese giro equivale a de vuelta

Gira la flecha desde A hasta J.

Ese giro equivale a de vuelta

Gira la flecha desde A hasta A.

Ji34add

Ese giro equivale a de vuelta

¢Cuantas de esas partes pequeilitas tienes ahora en todo el circulo?

3"




Llamemos a cada una de esas partes L

Considerando lo anterior contesta:

B

1/4

1/8

1/6

1/12

Completa el siguiente cuadro:

) L))
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Definiciones de angulo por cada alumno
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