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Glosario

Contexto: es un entorno fisico o de situacion a partir del cual se considera un hecho. Es el
conjunto de circunstancias en el que se produce el mensaje. Esta constituido por un
conjunto de circunstancias (como el lugar y el tiempo) que ayudan a la comprension de un
mensaje.

Geogebra: es un software matematico interactivo libre para la educacion desarrollado por
Markus Hohenwarter que engloba geometria, &lgebra y célculo.

Ingenieria Biomédica: es una especialidad profesional que integra herramientas técnicas y
administrativas para facilitar y mejorar la atencion de la salud; es la ciencia que aplica los
principios y métodos de la ingenieria con el objetivo de atender importantes retos en el
sector salud, en el cual aun subsisten grandes necesidades e insuficiencias tecnologicas que
se deben resolver.

Ingeniero: Su funcion principal es la de realizar disefios o desarrollar soluciones
tecnoldgicas a necesidades sociales, industriales o econémicas.

Modelizacion Matematica: es el recorrido para poder realizar el proceso de establecer una
relacion entre alguna idea matematica y una situacion real.

Plan por competencias: modelo educativo que se basa en querer lograr que el alumno
adquiera habilidades, que aprenda a conocer, a hacer, a ser y a saber convivir. Estos son los
cuatro pilares de la educacion actual cuyo objetivo es formar alumnos que sean
competentes, y para eso es necesario que no solo memorice conceptos y teorias, sino que
domine las habilidades de la asignatura y que ademas aprenda los valores y actitudes que le
van a permitir desarrollarse como ser social.

Praxeologia: es una nocidon que permite estudiar la actividad humana a partir de cuatro
componentes: tipos de tareas, técnicas, tecnologias y teorias.

Teoria Antropologica de lo Didactico: Teoria que describe la actividad matematica y el
saber que de ella emerge en términos de organizaciones o praxeologias matematicas. Una
organizacion matematica es una entidad compuesta por: tipos de problemas o tareas; tipos
de técnicas que permiten resolver los tipos de problemas; tecnologias que describen y
explican las técnicas; una teoria que fundamenta y organiza los discursos tecnologicos.
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Resumen

En esta tesis uno de los objetivos fue el de analizar el rol de los modelos matematicos
usados en ingenieria. Para desarrollar este analisis se realizd un trabajo colaborativo con
ingenieros profesionales, en particular con investigadores biomédicos. Este trabajo nos
permitié conocer el uso que se hace de ciertos elementos del algebra lineal para mejorar el
diagnostico de la epilepsia.

La tesis estd desarrollada en cinco capitulos, siendo el capitulo | el que aborda la
problematica que le da origen a este trabajo. Se analizan algunas investigaciones que
abordan la formacién matematica de ingenieros desde diferentes Opticas, para enfocarlas en
un contexto particular se analizan documentos del Tecnoldgico de Estudios Superiores de
Cuautitlan Izcalli.

En el capitulo 1l se presenta el marco tedrico que sustenta la tesis, extrayendo de la Teoria
Antropologica de lo Didactico una nocion central de dicho modelo, que es el de
praxeologia. Dicha nocién permite analizar una actividad en los siguientes componentes:
tipos de tareas T, técnicas t, tecnologias 6 y teorias ®. La componente tecnoldgica es
considerada a partir del modelo praxeoldgico extendido que reconoce mas ampliamente
este componente.

Dentro del capitulo 11, se aborda la metodologia para el disefio de actividades basadas en
modelizacion matematica. Se abordar la eleccion del contexto de la actividad, la eleccion
y descripcién del modelo matematico en uso, la descripcidn de los conocimientos y técnicas
matematicas necesarias para resolver la actividad a desarrollar. Es en este capitulo donde se
desarrolla la descripcion del contexto de uso, es decir el contexto donde se trabajaré.

Se hace uso de la transposicion del método elegido en el contexto y es presentado junto con
una herramienta metodoldgica para el disefio de la actividad didactica.

El capitulo IV se mostrard la secuencia de actividades de modelizacion “Buscando
trayectorias” que involucra los conceptos de funciones vectoriales y vectores. Antecede la
presentacion de la secuencia, el analisis realizado sobre la pre-propuesta elaborada por un
profesor de matematicas en el marco de un curso de maestria y sobre la cual se basa el
disefio de “Buscando trayectorias”. Finalmente, se muestra el analisis de las tareas que
componen dicha secuencia.

En el capitulo V se realiza el anélisis de la aplicacion de la secuencia didactica a profesores
de matemaéticas que estudian la Maestria en Matemaética Educativa, siendo una actividad de
un curso de dicho programa de posgrado. Esto con el objetivo de obtener una
experimentacion y una evaluacion del disefio de la secuencia.

Esta tesis sienta la base para desarrollar investigaciones posteriores donde se podra realizar
un analisis mas fino de la secuencia y sobre todo precisar la metodologia de disefio
propuesta en este trabajo.



Abstract

In this thesis, one of the objectives was to analyze the role of mathematical models used in
engineering. To develop this analysis was a collaborative work with professional engineers,
particularly biomedical researchers. This work allowed us to know the use of certain
elements of linear algebra to improve the diagnosis of epilepsy.

The thesis is developed in five chapters, Chapter | deals with the problem which gives rise
to this effort. It discusses some research that address the mathematical training of engineers
from different perspectives, to focus them in a particular context documents of
Tecnologico de Estudios Superiores de Cuautitlan Izcalli are analyzed.

Chapter 11 presents the theoretical framework underlying the thesis, drawing from the
Anthropological Theory of Didactics a central notion of this model, which is to praxeology.
This concept allows analyzing an activity in the following components: types of tasks T,
techniques t, technologies 6 and theories ®. The technological component is considered
from praxeological model that recognizes more widely spread this component.

In Chapter 111 discusses the methodology for the design of activities based on mathematical
modeling. Pointing the choice of the context of the activity, the choice and description of
the mathematical model used the description of the knowledge and skills necessary to solve
math activity to develop. It is in this chapter that develops the description of the context of
use, it means the context in which they will work.

It makes use of the transposition of the method chosen in the context and is presented along
with a methodological tool for the design of educational activity.

Chapter 1V will show the sequence of modeling activities "Looking paths" involving the
concepts of vectors and vector functions. Preceding the presentation of the sequence, the
analysis performed on the pre-proposal developed by a professor of mathematics in the
context of a master's course and which is based on the design of "Finding trajectories".
Finally, simple analysis tasks comprising this sequence.

Chapter V is the analysis of the implementation of the teaching sequence for mathematics
teachers studying Masters in Mathematics Education, being an activity of a course of this
graduate program. This aims to obtain an experimental design and evaluation sequence.

This thesis provides the basis for developing further research where you can make a more
detailed analysis of the sequence and especially precise design methodology proposed in
this work.



Introduccion

La investigacion de esta tesis de maestria se motiva en el interés por conocer el uso que
pueden tener las nuevas tecnologias en una formacion de ingenieros. Analizamos diferentes
trabajos en Matemética Educativa sobre las matematicas en la practica de ingenieros
(Pollak 1988; Bissell y Dillon 2000; Bissell 2002 y 2004; Kent y Noss 2002; Romo-
Vazquez 2009 y 2010) y un curso de algebra lineal del Tecnoldgico de Estudios Superiores
de Cuautitlan lIzcalli. Dichos andlisis se presentan en el capitulo y nos permiten decidir que
el uso de las tecnologias va a ser considerado en el disefio de actividades didacticas basadas
en modelizacion matematica para una formacion de ingenieros.

La modelizacion matematica la consideramos en términos praxeoldgicos, por lo que
inscribimos esta investigacion en el marco de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico. Mas
precisamente, consideramos la nocion clasica de praxeologia y el modelo praxeolédgico
extendido, los cuales se detallan en el capitulo 2.

Los elementos de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico considerados son la base de la
metodologia que proponemos para el disefio de actividades didacticas de modelizacion
matematica. Esta metodologia costa de 4 fases que se detallan en el capitulo 3. En este
mismo capitulo se detallan dos etapas que son consideradas para probar la factibilidad de la
metodologia. La primera etapa consiste del analisis de un contexto de ingenieria biomédica
que permite identificar modelos matematicos en uso, matrices y vectores, asi como
operaciones como es encontrar la inversa de matriz. La segunda etapa de proponer en un
curso de maestria del Programa de Matematica Educativa del Centro de Investigacion en
Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada del IPN (CICATA, unidad Legaria en adelante)
la metodologia y una descripcion del contexto de ingenieria biomédica analizado.

A partir de esta segunda etapa de prueba de la metodologia se obtienen actividades
didacticas propuestas por profesores de matematicas, alumnos del curso de maestria. Una
de estas actividades es elegida para desarrollar una secuencia didactica, “Buscando
trayectorias”, la cual es presentada en el capitulo 4 de esta tesis. Asimismo se presenta un
analisis de las tareas que la componen, de las técnicas y tecnologias que consideramos
entraran en juego al momento de enfrentarlas.

En el capitulo 5 se presenta el andlisis de la aplicacion de la secuencia, “Buscando
trayectorias” la cual fue enfrentada por otro grupo de profesores de matematicas que cursan
la maestria en Matematica Educativa del CICATA, unidad Legaria. El objetivo de esta
aplicacion fue probar el disefio de la secuencia para reconocer sus potencialidades y limites.

Finalmente, se presentan en esta tesis las conclusiones de la investigacion.



Capitulo |

Problematica



1 Problematica de la tesis

1.1 Introduccion

Una de las razones que motiva esta investigacion es conocer ;cémo la modelizacion
matematica puede tener lugar en una formacion de futuros ingenieros? Esta pregunta tan
general puede verse sustentada a partir del analisis de diferentes investigaciones realizadas
en la formacion de futuros ingenieros. Particularmente, podemos considerar los trabajos de
Pollak (1988), Bissell y Dillon (2000), Bissell (2002, 2004), Kent y Noss (2002) asi como
los realizados por Romo-Vazquez (2009 y 2010). Estos trabajos son considerados para
analizar el rol que se le ha dado a la modelizacion matematica en la formacion y/o en la
practica de ingenieros. Con el objetivo de situar la problemaética para una formacion
especifica de ingenieros se considero el Tecnoldgico de Estudios Superiores de Cuautitlan
Izcalli (TESCI) y mas en particular se analizé el curso de algebra lineal del plan de
competencias. Tanto los andlisis de las investigaciones mencionadas anteriormente como el
del curso de algebra lineal nos permitieron centrar nuestra investigacion hacia el disefio de
actividades didacticas basadas en modelizacion matematica. Presentamos en este capitulo
los analisis y la problemética de nuestra investigacion.

1.2 Elrol de la modelizacion matematica en la practica de ingenieros

El estudio ICMI* 3 (realizado por la Comision Internacional de la Ensefianza de las
Mateméticas) se dedicé al tema de las mateméticas como disciplina de servicio,
reconociendo primeramente la necesidad de reflexionar sobre el rol de la formacion
matematica de futuros profesionistas no matematicos. Es decir, se consideré necesario
debatir sobre las necesidades matematicas en las profesiones y sobre como las instituciones
formadoras podian reconocerlas y adaptar sus programas para satisfacerlas. En este estudio
aparecieron distintas contribuciones, en particular consideramos la de Pollak, matematico
que trabajé por mas de 30 afios en los Laboratorios Bell en Estados Unidos. Pollak describe
en su contribucion algunas reflexiones sobre la formacion matemaética de ingenieros de
terreno (para la empresa en cuestion) del cual fue responsable. Pollak manifiesta que en la
practica los ingenieros mas que conocimientos matematicos requieren diferentes tipos de
pensamiento matematico, lo cual se ilustra en la siguiente cita:

Antes que todo, necesitamos tener conocimiento del hecho que el pensamiento
matematico, el pensamiento analitico, estructural, cuantitativo, sistematico, puede ser
aplicado al mundo real y generar observaciones de gran valor; en otros términos que la
modelizacion matematica es posible y puede ser eficaz (Pollak, 1988).

Podemos ademéas ver como estos tipos de pensamiento tienen su razon de ser en la
modelizacion matematica. Es decir, Pollak propone a la modelizacién matematica como un
elemento que requiere todos estos tipos de pensamiento y que puede ser eficaz en la
préactica de los ingenieros.

L1CMI: International Commission on Mathematical Instruction
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En Romo-Véazquez (2009) se presenta un andlisis de la investigacion desarrollada por Kent
y Noss (2001), la cual se realizd en una empresa de ingenieros civiles en Inglaterra. Una de
las hipotesis que guiaron dicha investigacion era que las matematicas aparecerian de
manera explicita, lo cual permitiria analizar el rol que les era dado en dicha profesion. Sin
embargo, en una de las entrevistas uno de los ingenieros afirmo:
Después de haber dejado la universidad no utilizamos las matematicas que aprendimos,
calcular un cuadrado o un cubo es lo mas complejo que uno hace. Para la mayor parte de
los ingenieros en esta empresa, una gran cantidad de matematicas que nos ensefiaron y
no diré que aprendimos, no han aparecido todavia (Kent y Noss, 2002, p.1).

En esta investigacion se mostraron dos elementos que permitian explicar esta invisibilidad
de las matematicas en la practica de la ingenieria civil.
» Division de trabajo matematico: andlisis y concepcion

Dos tipos de ingenieros podian ser reconocidos, de analisis y de concepcion. Los ingenieros
de concepcion solicitaban el trabajo matematico a los ingenieros de concepcién. Estos
ultimos eran los encargados de modelar y de dar soluciones a los problemas planteados.
Los ingenieros de concepcion eran capaces de poner en funcionamiento las soluciones
propuestas por los de analisis. Las matematicas fungian como herramienta de comunicacion
en esta economia de trabajo matematico que tenia lugar en esta empresa. Esta economia de
trabajo matematico puede equiparse con lo que (Kent, 2007) llama modificacién del trabajo
matematico provocada por el uso de programas computacionales.

»  Guias practicas

En esta investigacion aparecen documentos conocidos como ‘“guias practicas” cuyo
objetivo es difundir el conocimiento préctico. Es decir, todo aquello que se considera que
los ingenieros deben saber acerca de esa practica. Documentos de esta naturaleza también
aparecieron en el trabajo de (Vergnaud, 1996) dedicado al estudio de ingenieros
aeronauticos. Los autores explican que en estos documentos las matematicas no son las
matematicas universitarias, lo que puede explicar que los ingenieros no reconozcan que lo
gue usan son matematicas.

Los trabajos de Bissell y Dillon (2000), Bissell (2002, 2004) estudian los modelos
matematicos usados por ingenieros, sefialando que mas que una construccion de modelos,
en la préactica (y mismo en las Ciencias del ingeniero o disciplinas intermediarias) lo que se
hace es una adaptacion y refinamiento de modelos tipos. Y para lograr tanto la adaptacion
como el refinamiento de modelos se reconoce el uso de mateméticas complejas que
permiten comprender los modelos y de matematicas basicas para hacerlos funcionar.
Asimismo se sefiala que “una historia” esta asociada a cada uso del modelo tipo, lo que en
términos de la Teoria Antropoldgica de lo Didactico podria llamarse tecnologia asociada al
uso.

Segun se muestra en la investigacion de Romo-Véazquez (2009) las matematicas en las
practicas profesionales pueden reconocerse como:

* matematicas que se construyen en una relacién estrecha con la préactica, una
comprension a través del uso;



» sus dimensiones las més avanzadas tienden, cada vez mas, a estar a cargo de
especialistas o de programas computacionales;

» las necesidades de los no especialistas parecen desplazarse hacia la capacidad de
manipular estas matematicas como una herramienta de comunicacion a través de los
lenguajes especificos, esto contribuye a explicar por qué su rol es tan poco
reconocido.

Todo lo anterior nos muestra elementos tanto de la naturaleza de las matematicas en las
practicas profesionales incluidos los modelos matematicos. Se constata como los programas
computacionales han modificado las necesidades matematicas y las maneras de
enfrentarlas. La pregunta que emerge es, ,como en la formacién matematica pueden
considerarse estas nuevas necesidades? Para abordarla, de manera muy local, se analiza en
la siguiente seccion el programa de algebra lineal del plan por competencias del TESCI.

1.3 Analisis del programa de Algebra Lineal. Plan por competencias

En esta seccion analizamos el programa de la asignatura de Algebra Lineal de la carrera de
Ingenieria en Sistemas Computacionales del Tecnoldgico de Estudios Superiores de
Cuautitlan lzcalli (TESCI). Este curso es parte de la formacion bésica de las siete
ingenierias en: sistemas, industrial, informatica, electrénica, administracion, logistica y
gestion empresarial que se imparten en esta institucion. Por lo cual, hemos consideramos
analizar el programa de este curso que es ofertado a futuros profesionales de diferentes
areas en ingenieria. Es decir, analizaremos las razones que se explicitan para justificar su
necesidad como antecedente de las materias de especialidad y elemento basico en la
formacion de futuros ingenieros de diferentes areas.

Esta asignatura se imparte durante el segundo semestre de un total de 9. El programa esta
organizado en 12 rubros, que presentamos a continuacion:
1) Datos de la asignatura
2) Presentacion
a. Caracterizacion de la asignatura
b. Intencion didactica
3) Competencias a desarrollar
4) Historia del programa
5) Objetivos generales del curso.
6) Competencias previas
7) Temario
8) Sugerencias didacticas
9) Sugerencias de evaluacion
10) Unidades de aprendizaje
11) Fuentes de informacion
12) Practicas propuestas



En este andlisis solo se consideran algunos de los rubros, destacando elementos que nos
puedan dar cuenta de las caracteristicas de este programa y su pertinencia en la formacion
de basica de esta institucion.

1) Datos de la asignatura. En este rubro se presentan los datos técnicos del programa,
nombre, materia basica —todos los estudiantes deben cursarla- y la clave de la misma. Es en
este rubro en el que se confirma que este curso es parte de la formacion basica de las siete
especialidades en ingenieria de esta institucion.

2) Presentacion. Este rubro tiene dos incisos: caracterizacion de la asignatura e
intencion didactica. En el primero se sefiala que este curso aporta al futuro ingeniero, “la
capacidad para desarrollar un pensamiento l6gico, heuristico y algoritmico al modelar
fenomenos de naturaleza lineal y resolver problemas”. ES interesante notar como se da la
misma importancia al pensamiento l6gico, que al heuristico y al algoritmico, ademas se
sefialan que estos tres tipos de pensamiento permitiran modelar fendmenos de naturaleza
lineal y resolver problemas. Se sefiala que este curso dota de herramientas para caracterizar
fendmenos a través de un modelo lineal permitiendo un tratamiento mas “sencillo”:

Muchos fendmenos de la naturaleza que se presentan en la ingenieria, se pueden
aproximar a través de un modelo lineal. Esta materia nos sirve para caracterizar estos
fendmenos y convertirlos en un modelo lineal ya que es mas sencillo de manejar y
graficar y resolver que uno no lineal.
Lo anterior nos hace cuestionarnos acerca de qué tipo de situaciones de ensefianza permiten
cumplir con este objetivo. Es decir, ¢qué tipo de situaciones el estudiante aprende a generar
los diferentes tipos de pensamiento antes mencionados?, ¢como se le ensefia al estudiante a
describir fendmenos a través de modelos lineales?
En el segundo inciso, intencion didactica, se sefiala que uno de los objetivos es el de
proporcionar al alumno los conceptos esenciales del algebra lineal de las 5 unidades para
resolver problemas de aplicacion e interpretar las soluciones utilizando matrices y sistemas
de ecuaciones lineales para las diferentes areas de la ingenieria. Asimismo, se pretende que
los estudiantes logren identificar las propiedades de los espacios vectoriales y las
transformaciones lineales para describirlos, resolver problemas y vincularlos con otras
ramas de las matematicas. Notamos que la interpretacion de soluciones es considerada
explicitamente como parte de los objetivos, desde nuestro punto de vista, ésta es un
elemento tedrico de la actividad. Es decir, un elemento tecnolégico en el marco de la Teoria
Antropolégica de lo Didactico, que permite justificar, explicar y validar las técnicas
matematicas utilizadas.
Nos cuestionamos si basta conocer los conceptos para aplicarlos. ¢Una vez que se conozcan
los conceptos pueden ser aplicados a cualquier situacion o en cualquier contexto? Aungque
es dificil tener elementos para responder esta pregunta, si consideramos que un
conocimiento del contexto es necesario asi como un conocimiento de la relacion entre lo
matematico (modelos) y el contexto donde se usan.

En la seccidn 3 aparecen las competencias previas, las cuales presento a continuacion:
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e Manejar el concepto de numeros reales y su representacion gréafica.
e Usar las operaciones con vectores en el plano y el espacio.

e Resolver ecuaciones cuadraticas.

e Emplear las funciones trigonomeétricas.

e Graficar rectas y planos.

e Obtener un modelo matematico de un enunciado.

e Ultilizar software matematico.

Nos Ilama la atencion la penudltima competencia, no nos queda claro qué es lo que se
entiende por obtener un modelo matematico de un enunciado. Podemos suponer que se
refieren a una situacién problematica y siendo asi, nos preguntamos ¢cémo se genera dicha
competencia?

Algunas de las sugerencias didacticas son las que se presentan a continuacion:

e Utilizar software de matematicas (Mathcad, Mathematica, Maple, Matlab) y
calculadoras, graficadoras para facilitar la comprensién de conceptos, la
resolucion de problemas, la construccion de graficas y la interpretacion de
resultados.

Es interesante notar como se considera que el uso de programas computacionales como
Matlab favorece la comprensién de conceptos, aunque no se sefiala como ni las
caracteristicas de las actividades que pueden favorecer dicha comprension. Una pregunta
gue emerge es si el mismo uso de programa favorece la comprension de un concepto que la
resolucion de un problema. Dicho de otro modo, qué tipo de tareas pueden motivar usos del
programa computacional, que puedan a su vez favorecer la comprension de un concepto y
qué tipos de tareas la resolucién de un problema. Asimismo, uno puede cuestionarse, ¢si la
interpretacion de resultados puede ser vista como consecuencia automética de la
comprension conceptual y del uso de programas computacionales para resolver un
problema dado? O bien, si la interpretacion de resultados requiere una atencion particular.
Lo anterior provoca una reflexion sobre el tipo de conocimientos implicados en la
resolucion de un problema, tales como conceptuales, relativos al programa computacional y
éstos asociados a la situacion del problema. Todo esto lleva a una nueva cuestion, ¢;qué
caracteristicas debe tener una actividad didactica para hacer emerger estos tipos de
conocimientos y sus posibles relaciones?

Aunque también se menciona que se proponen problemas que:

a) Permitan al estudiante la integracion de los contenidos, para su analisis y solucion.
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b) Refuercen la comprension de conceptos que seran utilizados en  materias
posteriores.

c) Modelen y resuelvan situaciones reales de ingenieria mediante conceptos propios
del algebra lineal.

Nuevamente se destaca la importancia de proponer problemas que vienen de situaciones
reales y que requieran la integracion de diferentes tipos de “contenidos” (o conocimientos).
Pareciera que la relacion teoria (vista como contenidos y conceptos) y préctica (vista como
resolucion de problemas “reales”) puede tener lugar en la resolucion de estas situaciones.
Por ultimo se menciona, dentro de las sugerencias didacticas el discutir en grupos para
intercambiar ideas argumentadas asi como analizar conceptos y definiciones. Es interesante
como nuevamente se relaciona a las matematicas y mas especificamente a los conceptos
propios del algebra lineal con situaciones reales de ingenieria

En el punto 9 nos sugiere la forma en la cual se pueden obtener evidencias de evaluacién y
la forma de considerar el desempefio en cada una de las actividades de aprendizaje
considerando:

* Reportes escritos.

 Solucién de ejercicios.

 Actividades de investigacion.

 Elaboracion de modelos o prototipos.

+ Andlisis y discusion grupal.

» Resolucién de problemas con apoyo de software.

» Exémenes escritos para comprobar el manejo de aspectos tedricos y declarativos.
Asimismo se hace referencia a realizar précticas y se propone:

« Utilizar software matematico para comprobar operaciones de suma, multiplicacion,

division, exponenciacion y radicacion con niameros complejos.

+ Utilizar software matemadtico para realizar operaciones con matrices, calcular de la

inversa de una matriz y obtener el determinante.

* Mediante el uso de un software matematico resolver problemas de aplicacion de

sistemas de ecuaciones lineales y, a través de la graficacion, comprobar la solucién del

sistema 0 mostrar que el sistema no tiene solucion.

« Utilizar software matematico para encontrar la matriz de transformacion y representar

un vector de una base a otra y realizar el proceso de ortonormalizacion de Gram-

Schmidt.

» Utilizar software matematico para resolver problemas de aplicaciones de las

transformaciones lineales.

 Aplicar modelos lineales en la solucion de problemas de ingenieria
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En este punto hacemos la observacion de como el uso de la tecnologia nos puede permitir
realizar diversas tareas que la simplifica. Sin embargo, nos hacemos el cuestionamiento si
en realidad se pudiera considerar que al realizar el grafico se obtiene la informacion
necesaria para determinar si el sistema tiene solucion o no, o si al encontrar la matriz de
transformacion por medio del software puede realizarse la representacion del vector.
Nuevamente nos hacemos el cuestionamiento sobre si la compresion de la informacién
conceptual va a permitir dar herramientas para poder dar solucion a problemas de
ingenieria.

Es interesante ver como en el programa se considera que el uso del software debe ocupar un
lugar importante en la clase de Algebra Lineal. Podemos ver los diferentes tipos de usos
asociados a diferentes tipos de tareas, por ejemplo, aparecen tareas matematicas, encontrar
la matriz de transformacion, representar un vector de una base a otra y realizar el proceso
de ortonormalizacion. Estas tres tareas son matematicas; segun el programa es importante
gue aprendan a realizarlas utilizando un programa computacional, las preguntas serian ¢Por
qué? Y ¢Para qué?

1.4 Conclusion

La mayoria de las formaciones de futuros ingenieros siguen un modelo de formacién que se
divide en dos grandes tipos: formacién basica y formacion de especialidad. Los cursos de
matematicas ocupan un lugar importante en nimero de horas dentro de la formacion basica.
Esta formacién matemaética se sefiala como generadora de herramientas Utiles para la
formacion de especialidad, por lo cual la antecede, y para la practica profesional. Diferentes
investigaciones han mostrado que las necesidades matematicas del ingeniero se han
modificado con la omnipresencia de programas computacionales que permiten realizar el
trabajo matematico que antes se hacia a lapiz y papel (Kent y Noss 2002; Kent, 2007;
Alberti et. al. 2010; y Romo-Vazquez 2009 y 2010). Estas y otras investigaciones (Pollak
1988 y Bissell 2002) reconocen que en la practica existen dos tipos de necesidades
matematicas: avanzadas (requieren nociones matematicas avanzadas) para comprender los
modelos matematicos y basicas (técnicas y procedimientos matematicos basicos) para
operacionalizar los modelos matematicos. Bissell (2000 y 2002) reconoce que el uso de
modelos matematicos en la practica no atiende a una construccion del modelo matematico
sino a diferentes refinamientos y adaptaciones para situaciones especificas.

El andlisis del programa de Algebra Lineal del Tecnoldgico de Estudios Superiores de
Cuautitlan Izcalli nos permite ver que en sus objetivos se reconoce a la modelizacion
matematica (asociada al uso de modelos lineales) como la que permite caracterizar muchos
de los fendmenos de la ingenieria. El interés de ensefiar esta materia es que los estudiantes
puedan modelar dichos fenémenos, resolver problemas de aplicacion e interpretar
soluciones. Aungque no se precisan los dispositivos didacticos que lo permitirian,
consideramos que estos elementos son de suma importancia en la formacion de
especialidad y en la practica de los ingenieros.
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Los resultados de las investigaciones analizadas en este capitulo y el analisis del programa
de Algebra Lineal de este Tecnoldgico nos permiten identificar dos tipos de contextos o
instituciones, la practica profesional de los ingenieros y la institucion formadora de futuros
ingenieros. En estas dos instituciones la modelizacion matematica estd presente, pero
parece ser que no de la misma forma, lo cual seria légico si consideramos que estas
instituciones son muy diferentes. Sin embargo, no son completamente ajenas sino que
existen relaciones entre ellas, como las que Bissell y Pollak evidencian en sus
contribuciones. En este trabajo nos proponemos contribuir a esa relacién entre formacion y
préactica disefiando actividades didacticas basadas en modelizacion matemaética. Es decir,
consideramos necesario analizar modelos matematicos en uso en contextos de ingenieria,
ya sea en la formacién de especialidad o en la practica de ingenieros. Dicho anélisis va a ser
realizado con el objetivo de reconocer los modelos matematicos en uso y como éstos
pueden ser considerados mediante un dispositivo didactico para la formacion matematica
de futuros ingenieros.

Por supuesto, reconocemos la complejidad de esta via para desarrollar la investigacion,
pues no sabemos si los modelos matematicos en uso podran corresponderse con los
programas de la formacion. Sin embargo, esperamos encontrar un contexto adecuado que
nos permita cumplir con dicho objetivo.

Para analizar los modelos matematicos en uso en contexto de ingenieria hemos considerado
enmarcar nuestra investigacion en la Teoria Antropoldgica de lo Didactico. Consideramos
que la nocién de praxeologia puede primeramente permitirnos analizar la actividad de
modelizacion matematica (donde habra modelos matematicos involucrados) en algin
contexto de la ingenieria y posteriormente considerar dicho uso en una actividad didactica.
Los elementos de esta Teoria que hemos considerado se presentan en el capitulo siguiente.
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Capitulo I

Marco teorico
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2 Introduccion

En este capitulo se presenta los elementos tedricos que consideramos nos permitiran
cumplir con el objetivo de este trabajo, que como se sefial6 en el capitulo anterior, es el de
disefiar actividades didacticas basadas en modelizacion matematica. La Teoria
Antropoldgica de lo Didactico es un modelo epistemolédgico que permite el analisis de la
actividad humana y por tanto de la actividad de modelizacién matematica, particularmente
a través de la nocion de praxeologia. Al utilizar esta Ultima se pretende realizar la
descomposicion de la actividad en cuatro componentes: tipos de tareas T, técnicas T,
tecnologias 0 y teorias ®. Consideramos el modelo praxeoldgico extendido para analizar
conocimientos y modelos mateméticos en uso lo cual puede ser tanto en contextos
matematicos como en no matematicos, como son los de ingenieria. Comparando dicho
modelo con el clasico, mencionado en el parrafo anterior, el modelo praxeoldgico
extendido amplia la tecnologia considerando que ésta tiene dos componentes: tedrica 6™ y
practica 0P,

Estas nociones nos permiten explicar la modelizacion matematica en términos de
praxeologias, tanto en el andlisis de modelos matematicos en uso como en el disefio de
actividades didacticas de modelizacion.

2.1 Teoria Antropolégica de lo Didactico

La Teoria Antropoldgica de lo Didactico (Chevallard, 1999) es un modelo epistemolégico
que permite el estudio de la actividad humana, incluida la actividad matematica. Una
nocion central en esta teoria es la de praxeologia, la cual permite descomponer la actividad
en cuatro componentes: tipos de tareas T, técnicas 1, technologias 6 y teorias ®. El tipo de
tareas T describe lo que se hace, las técnicas © son las maneras de realizar las tareas, es
decir, como se hacen; las tecnologias son discursos que explican, producen y justifican las
técnicas, es decir, describen el por qué se hace asi; las teorias corresponden a
organizaciones estables que explican, producen vy justifican las tecnologias. Estos cuatro
componentes se aglutinan en dos bloques, el técnico-practico [T/t/] o llamado saber hacer y
el segundo es el tecnoldgico — tedrico o lo que se conoce como “saber”. Una Praxeologia
[T/x/6/®] esta compuesta por dos bloques como se muestra en el siguiente esquema:

N - R
N -

Figura 1. Bloques de la praxeologia.
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La praxeologia es entonces una unidad de analisis con la cual puede estudiarse la actividad
humana en su dimension institucional. Una institucion es entendida como:

Las instituciones, es decir, organizaciones sociales estables, enmarcan las actividades
humanas y simultaneamente las hacen posibles por los recursos que estas instituciones
ponen a disposicion de sus sujetos. Estos recursos materiales e intelectuales han sido
producidos por comunidades, a lo largo de los procesos de enfrentamiento a situaciones
problematicas, se trata de resolverlas con regularidad y eficacia. (Castela y Romo, 2011,
p.85)
Consideramos que las actividades de modelizacion pueden ser caracterizadas, dependiendo la
institucion, a través de praxeologias matematicas y/o praxeologias mixtas. Una praxeologia
matematica estd compuesta por una tarea matematica (consigna), que se resuelve a través de
una técnica matematica (manera de hacer/procedimiento), justificada por una tecnologia
matematica (lo que valida la manera de hacer) y ésta a su vez por una teoria matematica (que
valida de manera méas general la técnica). Mientras que una praxeologia mixta los
componentes pueden provenir de al menos dos instituciones, las matematicas y la ingenieria
por ejemplo. Asi en la actividad de modelizacién desarrollada por los ingenieros podrian
encontrarse tareas ingenieriles (no matematicas) resueltas a través de técnicas matematicas
sustentadas por modelos y teorias matematicas. O bien por teorias ho matematicas sino de
ingenieria como la teoria de control o la resistencia de materiales entre otras. Con el objetivo
de tener herramientas mas aptas para el analisis de la actividad de modelizacion en contextos
de ingenieria, presentamos a continuacion el modelo praxeoldgico extendido.

2.2 El modelo praxeoldgico extendido: herramienta para analizar
conocimientos y modelos matematicos en uso

El modelo praxeoldgico extendido (Romo y Castela, 2011) se desarroll6 en el marco de la
Teoria Antropologica de lo Didactico. En el modelo praxeoldgico clasico propuesto por
Chevallard (1999) se reconoce a la praxeologia [T, 1, 6, ®], como una unidad minima de
analisis de la actividad humana, sus cuatro componentes son: tipo de tarea T, técnica T,
tecnologia 0 y teoria ©. La tarea es lo que se hace, la técnica es la manera en que se hace, la
tecnologia es un discurso que produce, justifica y explica la técnica, la teoria a su vez
produce, justifica y explica la tecnologia. EI modelo praxeoldgico extendido considera, a
diferencia del clasico, dos componentes tecnolégicas: teérica O y practica 6
Particularmente, la componente practica es un discurso que tiene seis funciones que permiten,
describir, validar, explicar, facilitar, motivar y evaluar el uso de técnicas matematicas en
referencia a instituciones usuarias, no necesariamente matematicas. EI modelo puede
expresarse de la siguiente manera:

0'"e «P(S)

T,7,
oF «—lu
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Donde P(S) designa la institucion productora de saberes e 1, la institucion usuaria de dichos
saberes. Asumimos que para resolver tareas en contextos extra-matematicos el uso de saberes
y mas precisamente de modelos matematicos, se hace mediante técnicas matematicas
validadas por saberes matematicos ™. El uso de la técnica (reconocimiento de la naturaleza
de la tarea, eleccion de la técnica méas 6ptima, reconocimiento del contexto en el que se usa,
adaptaciones de la técnica al contexto, etc.) es validado por saberes practicos 0P, legitimados
por I,.

Con el objetivo de reconocer como los saberes practicos validan la adaptacion y uso de los
modelos matematicos, para lo cual consideramos las funciones de la componente practica 0P

(Castela y Romo, 2011):

1.- Describir el tipo de tareas y la técnica. La produccion de un discurso que
caracteriza el tipo de tarea y los pasos que componen una técnica es considerada como
una pieza de saber que no es identificable por si misma. Las acciones y el contexto
social donde se sitla la nocion praxeolégica en un sistema compartido se pueden
identificar en la elaboracién de un sistema de representaciones verbales y simbdlicas. La
produccion de estos lenguajes y la descripcion que ellos permiten hacer constituye una
componente esencial del proceso de transmision de una invencion técnica.

2.- Validar la técnica. Corresponde a lo que generalmente se entiende como justificar.
Los saberes considerados establecen que la técnica produce bien lo que ella dice que
produce, que los pasos que la componen permiten alcanzar los objetivos que le son
asignados. En el caso de las matematicas, esta funcion es generalmente asegurada por
los saberes, justificados por las teorias matematicas. Sin embargo en otros contextos, los
saberes validados experimentalmente en laboratorio o empiricamente en el uso pueden
validar una tecnica.

3.- Explicar la técnica.- Se trata de saberes que permiten analizar como la técnica y sus
diferentes pasos permiten conseguir los objetivos pretendidos. Contribuyen a la
comprension de las causas de los sujetos y estan relacionadas a su cultura compartida.

4.- Facilitar la aplicacion de la técnica. Los saberes considerados en esta funcion
permiten a los usuarios utilizar con eficacia pero también con un cierto confort la
técnica. Estos son portadores de mejoras pero también de advertencias que permiten
evitar errores y torpezas conocidas como frecuentes. Este dominio de saberes es el
terreno privilegiado de las elaboraciones tecnologicas de los usuarios. Dicho dominio
produce efectos retomados de descripciones que lo especifican al adaptarlo a las
condiciones particulares del contexto institucional de utilizacion y el enriquecimiento de
la memoria de las experiencias acumuladas.

5.- Motivar la técnica y los pasos que la componen. Estos saberes estan orientados
hacia la practica. Ellos participan de una inteligencia de los fines: son los objetivos
esperados que justifican racionalmente los pasos mostrando su razon de ser. Se trata de
escribir una historia de la técnica que sitle sus componentes, unas en relacion con las
otras: por qué (¢;para hacer qué?) ¢;se realiza tal paso en tal momento? Los saberes de
motivacion estan seguidos por saberes sobre el tipo de tareas puesto que ellos analizan
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los objetivos. Permiten anticipar las etapas esperadas y entonces juegan un rol heuristico
importante luego que la aplicacion de la técnica necesita adaptaciones.

6.- Evaluar la técnica.- Los saberes considerados en este rubro tienen que ver con el
dominio, las condiciones y los limites de una técnica relativamente a las tareas del tipo
T. Ellos pueden igualmente considerarse con el funcionamiento de la técnica desde el
punto de vista de sus usuarios. La funciones evaluar, facilitar y motivar pueden estar
bastante relacionadas: la puesta en evidencia de ciertas dificultades (evaluar) puede
provocar al cabo de cierto tiempo la produccion de mejoramientos (facilitar), la
motivacién es dada por la evaluacion. (Castela y Romo-Vazquez, pp. 88-89)

Asumimos que el uso de saberes y modelos matematicos se hace mediante técnicas
matematicas que provienen del modelo mismo y/o de otros saberes matematicos. La
adaptacion de modelos matematicos para resolver tareas no matematicas exige ademas de
tecnologias tedricas, tecnologias practicas producidas por I,. Estas tecnologias practicas
permitiran validar la eleccion del modelo matematico para resolver tareas no matematicas,
asegurar su eficacia en contextos extra-matematicos, determinar los elementos
contextuales/préacticos necesarios para poder adaptar/trasponer/usar dicho modelo.
Asimismo, estas tecnologias permiten interpretar los resultados obtenidos a través del
modelo en relacion al contexto en el que se esta utilizando.

Dentro del modelo praxeoldgico extendido las validaciones tedricas (matematicas) estan
intrinsecamente relacionadas con las validaciones préacticas, separarlas corresponde sélo a
un objetivo metodolégico que permita describir su naturaleza. Tanto la nocion de
praxeologia como el modelo praxeoldgico extendido nos permitiran analizar la actividad de
modelizacion como se explicita en la siguiente seccion.

2.3 Modelizacion matematica en términos praxeologicos
Para hablar de modelizacion en términos praxeoldgico hemos considerado el ciclo de
modelizacion propuesto por Bissell (2002) esquematizado de la siguiente manera:

réalité modéle

spécifier le probléme — établir le modéle — formuler le probléme
(simplification) mathématique

| l

comparer avec « interpréter — résoudre le probléme
la réalité la solution mathématique

i
i
-

utiliser les résultats

Figura 2. Esquema de modelizacion matematica propuesto por Bissell.
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Segun este modelo existe una realidad que va a ser modelada, para lo cual es necesario
especificar el problema en la realidad, luego establecer el modelo (simplificacion) lo que
permite llegar a una formulacion del problema matematicamente. Una vez que se hace la
formulacidn se resuelve el problema, se interpreta la solucion y se compara con la realidad.
Todo esto es visto como un ciclo que también admite un paso, el de utilizar los resultados.

Ciclo de modelizacion en términos praxeoléogicos

En este trabajo consideramos este ciclo de modelizacion y lo definimos en términos
praxeoldgicos de la manera siguiente: la realidad va corresponderse con un contexto no
matematico en el que se va a hacer uso de la modelizaciébn matematica, especificar el
problema consistira en identificar una situacion problematica en el contexto, la cual sera
desglosada en tareas matematicas y no matematicas; establecer el modelo va a
corresponderse con la tarea de identificar/construir un modelo matematico. Esta fase
consideramos es central en este proceso Yy solicita conocer tanto el contexto, la situacién
problemaética que sera primero separada en tareas, para las cuales deberan reconocerse las
técnicas que permiten realizarlas, finalmente se identificaran las tecnologias que permiten
sustentar dichas técnicas asi como la teoria. Dentro de las tecnologias se encuentran las
funciones de la componente practica que incluyen la fase de interpretacion y uso de
resultados, pero de manera mas amplia reconociendo por ejemplo los elementos que
permiten interpretar, la institucién(es) que los producen, los motivan y los explican.

Consideramos que estas funciones de la tecnologia practica pueden aparecer en distintas
fases de la modelizacion (reconocidas en el ciclo propuesto por Bissell) por lo que la
identificacion de praxeologias mixtas nos parece ser la pauta metodolégica para reconocer
estos elementos de la actividad de modelar matematicamente.

Todos los elementos presentados en este capitulo nos parecen necesarios para conformar la
metodologia propuesta en esta investigacion y que se detalla en el capitulo siguiente.

19



Capitulo 11

Metodologia para el disefio de actividades didacticas
basadas en modelizacion matematica
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3 Introduccion

Los andlisis y reflexiones presentados en el primer capitulo nos permitieron concebir como
objetivo principal de esta investigacion el disefio de actividades didacticas que involucran la
modelizacion matematica. Para lograr este objetivo hemos propuesto una metodologia para el
disefio de este tipo de actividades, especificamente para una formacion de ingenieros.
Consideramos necesario sefialar que méas que buscar hacer propicias estas actividades a un
plan por competencias, buscamos disefiar actividades de modelizacion matematica lo mas
cercanas a las utilizadas en la ingenieria y que puedan ser parte de una formacién basica.
Considerando lo anterior, en la metodologia propuesta es necesario elegir y analizar un
contexto de ingenieria para identificar modelos mateméaticos en uso que puedan
posteriormente ser parte de una actividad didactica para el aula.

Con el objetivo de probar la factibilidad de dicha metodologia se consideraron dos fases:

1) Analizar modelos matematicos en un contexto de ingenieria biomédica;

2) Proporcionar la metodologia y el analisis del contexto de la ingenieria biomédica a un
grupo de profesores de matematicas y solicitarles el disefio de actividades didacticas
basadas en modelizacién matematica.

La primera fase de prueba de la metodologia tiene que ver con asegurar que es posible
analizar modelos matematicos en uso en un contexto ingenieril y reconocer cual es la
complejidad de realizar dicho analisis: tiempo de eleccion del contexto, posibilidad de
colaboracion con los expertos, la manera de analizar los modelos matematico en uso, los
recursos utilizados en el contexto y su viabilidad para contar con ellos en el aula, entre otros.
En esta fase realizamos un trabajo colaborativo con ingenieros biomédicos de la Universidad
de Guadalajara, que nos permitié identificar un método de Separacién Ciega de Fuentes
(Blind Separation Sources —BSS) en el cual se utilizan vectores y matrices.

Una vez analizado y descrito el método de la BSS procedimos a la segunda fase de prueba de
la metodologia, en la cual se buscaba comprobar si a partir de un contexto de uso analizado
(disponible) era posible disefiar las actividades didacticas basadas en modelizacion
matematica. Para llevar a cabo esta segunda fase se considerd a un grupo de profesores de
matematicas alumnos de la maestria en Matematica Educativa del Centro de Investigacion en
Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada (CICATA, unidad Legaria). En uno de los cursos de
la maestria, se les proporcioné a los profesores una descripcion del método de la BSS y la
metodologia para el disefio de actividades didacticas basadas en modelizacién matematica.

En la primera parte de este capitulo se presenta la metodologia para el disefio de actividades
didacticas basadas en modelizacion matematica, en una segunda parte la descripcion del
método de la BSS y en una tercera el analisis de las actividades disefiadas por los profesores.
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3.1 Metodologia para el diseiio de actividades basadas en modelizacion
matematica

Para el disefio de actividades didacticas basadas en modelizacion matemética proponemos
considerar cuatro fases:
1. Eleccion del contexto extra-matematico (aunque podria considerarse un contexto
matematico) de la actividad
2. Naturaleza de la actividad, problema, ejercicio, praxeologia mixta
3. Elegir y describir el modelo matematico en uso
4. Describir los conocimientos y técnicas matematicas necesarias para resolver la
actividad

Eleccion del contexto de la actividad

Las actividades didacticas basadas en modelizaciébn matematica pueden ser propuestas en
contextos no matematicos, la eleccion del contexto podria hacerse buscando que éste sea
cercano al estudiante, de manera que le permita asociar un significado contextual al modelo
matematico en uso. Es decir, se asume que los conocimientos sobre el contexto podrian
favorecer la generacion/construccion de conocimientos/significados sobre el modelo
matematico en uso. Aunque lo anterior parece tener sentido y puede ser apoyado en diferentes
teorias didacticas, puede resultar muy complejo en los niveles basico y medio superior, pues
no es facil encontrar un contexto que sea cercano a cada estudiante del grupo. En el nivel
universitario podria decirse que las matematicas se ensefian por considerarlas una disciplina
atil tanto para la formacion basica como para la de especialidad, a menos que sea una
formacion de futuros matematicos. Por lo que una alternativa seria investigar sobre el uso de
modelos matematicos en las disciplinas de especialidad y/o en la préctica. Una complejidad
que tendria que enfrentarse es que tanto las disciplinas como la practica obedecen a sus
propias légicas y por tanto es necesario comprenderlas, al menos en cierta medida, para poder
elegir el contexto de uso de dichos modelos.

Naturaleza de la actividad, problema, ejercicio, praxeologia mixta

Las actividades de modelizacion pueden contener praxeologias matematicas y/o praxeologias
mixtas. Una praxeologia matematica estd compuesta por una tarea matematica (consigna),
que se resuelve a través de una técnica matematica (manera de hacer/procedimiento),
justificada, validada, explicada por una tecnologia matematica (lo que valida la manera de
hacer) y ésta a su vez por una teoria matematica (que valida de manera mas general la
tecnologia y por tanto la técnica).

Una praxeologia mixta puede contener elementos matematicos y no matematicos. Por
ejemplo, una tarea no matematica resuelta a traves de una técnica matematica, solicita por
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tanto una validacién matematica pero también validaciones no matemaéticas relativas a la
naturaleza de la tarea. Sin embargo, este tipo de praxeologias va a solicitar a su vez
validaciones no matematicas, de tipo experimental por ejemplo o validaciones relacionadas al
contexto en el que se inscribe la tarea. La componente tecnoldgica
(justificacion/explicacion/validacion) en este caso puede ser matematica es decir tedrica o™
y/o practica 0P,

Dependiendo del tipo de praxeologias podra explicitarse la componente teoria ® relacionada a
la tecnologia tedrica, la cual seria una teoria de la disciplina matematica o bien de la
matematica escolar. Asimismo, dependiendo del tipo de tarea y del contexto que la produce
habrd una instancia, no exactamente tedrica, pero que valide de manera mas general la
tecnologia préctica.

CARACTERIZACION DE TIPO DE TAREAS
o Tareas matematicas
Las tareas matematicas son consignas que solicitan una técnica (resolucién) y una solucion
matematica.
Por ejemplo:
Encontrar los méximos y minimos de la funcion f(x) = x/3
Esta tarea requiere que se encuentren maximos y minimos, para realizarla es necesario
movilizar los conceptos de maximos y minimos asi como las técnicas matematicas asociadas a
éstos.
Otro ejemplo es:
Determina las ecuaciones de la tangente y normal en su punto de inflexion a la curva:
fxX) =x3-3x2+7x+1
Para realizar esta tarea, al igual que la anterior, es necesario movilizar tanto conceptos como
técnicas matematicas. En este ejemplo en particular, se requieren los conceptos de ecuaciones
de la tangente y normal, punto de inflexion a una curva.
o Tareas no matematicas
En este tipo de tareas la consigna no es matematica, puede requerir o0 no del uso de una
técnica matematica para realizarla.
Algunos ejemplos de tareas no matematicas:
e Cruzar lacalle
e Comprar un helado
e Elegir un programa de television
e Dormir la siesta
o Tareas matematicas en contextos no matematicos
En este tipo de tareas aparecen en un contexto no matematico, para la tarea en la que se
requiera una técnica matematica para su resolucion no necesariamente parece de manera
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explicita. Por tanto, requieren un entendimiento del contexto para reconocer la necesidad de
utilizar una técnica matematica para resolver la tarea en cuestion. Su resolucion requerira por
tanto un conocimiento de la técnica matematica pero también del contexto, dicho de otra
manera requerira una adaptacion de la técnica para realizar este tipo de tarea.
Algunos ejemplos de este tipo de tareas se presentan a continuacion.

e Estudiar la actividad eléctrica del cerebro

e Modelar un motor a corriente continua
Este tipo de tareas puede asociarse a las tareas escolares que aparecen en los libros de
matematicas reconocidas como “aplicaciones de matematicas”.

Elegir y describir el modelo matematico en uso

Describir el modelo en uso permitira evidenciar las razones relativas al contexto extra-
matematico por las cuales dicho modelo se ha elegido para resolver tareas del contexto extra-
matematico. Interrogarse sobre los elementos que validan el uso del modelo y en qué
condiciones, permitird comprender qué elementos contextuales deben considerarse en el
disefio de las actividades didacticas. Por ejemplo, muchos de los modelos matematicos se
usan en condiciones “ideales”, lo que permite resolver ciertas tareas con mayor facilidad
matematica, requiriendo luego la adaptacion de las soluciones obtenidas al contexto de
aplicacion. Dicha adaptacién es hecha en base a ciertos elementos que la validan y nos parece
muy importante reconocer esos elementos para el disefio de la actividad didctica,
particularmente para analizarlos y ver en qué medida podrian ser considerados para un
contexto de aula. Reconocer las explicaciones del uso, permite saber qué representa cada
elemento del modelo, en qué medida el modelo utilizado permite modelar el contexto (o parte
de éste). Analizar los elementos que favorecen el uso del modelo nos parece evidenciara
elementos del proceso de modelizacion matematica, en el cual no s6lo importa que el modelo
matematico permita resolver un problema del contexto extra-matematico sino que esa
resolucion sea la menos compleja y la mas comoda para el usuario. Por tanto, es importante
reconocer los elementos que favorecen el uso y analizar la manera en que podrian ser
considerados en el disefio de la actividad didactica. De la misma manera, es necesario analizar
los elementos motivadores del uso del modelo, esta fase nos parece que medular para el
disefio de las actividades didacticas para la formacion de futuros ingenieros.

Describir los conocimientos y técnicas matematicas necesarias para
resolver la actividad

Por Gltimo consideramos necesarios describir las tareas que conforman la actividad de
modelizacion matematica, las técnicas disponibles o que se deben generar para poder

realizar estas tareas. De la misma manera, es necesario describir las tecnologias que
sustentan dichas técnicas. Esta descripcion debe hacerse desde un punto de vista didactico
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por lo que es necesario explicitar el objetivo de cada tarea que conforma la actividad, la
técnica que permite resolverla y sobre todo que elementos permiten validarla, explicarla y
justificarla. Es importante considerar la naturaleza de las validaciones, pues éstas seran
matematicas (tedricas) para sustentar la técnica matematica, pero seguramente surgiran otro
tipo de validaciones relativas a la adaptacion de la técnica al contexto de la tarea y sobre
todo a la actividad de modelar. Este andlisis de las actividades permitira anticipar lo que los
estudiantes haran al resolver la actividad y de manera méas general el lugar que puede
ocupar en su implementacion escolar.

Con el objetivo de probar esta metodologia y particularmente su primera fase, eleccion del
contexto extra-matematico (descrita en el punto 3.1.1 de este capitulo), se eligié un contexto
de ingenieria biomeédica. El analisis de dicho contexto y méas precisamente del método de la
BSS se presenta a continuacion.

3.2 Contexto de la ingenieria biomédica: método de separacion ciega de
fuentes

La descripcion del contexto de la ingenieria biomédica y méas especificamente la aplicacién
del método de separacion ciega de fuentes, fue realizada en colaboracion con ingenieros
biomédicos de la Universidad de Guadalajara. A los ingenieros se les solicitd que nos
describieran el método de la BSS utilizado en sus investigaciones para mejorar el diagnéstico
de la epilepsia. La primera descripcion que los ingenieros biomédicos realizaron fue bastante
técnica, las explicaciones estaban dadas en un lenguaje propio de la biomédica y dificilmente
se explicitaban como se usaban los modelos matematicos y sus razones de uso. Esa primera
descripcion fue modificada varias veces a partir de las preguntas que nosotros les realizamos.
Por lo que la descripcidn que presentamos a continuacién es una transposicion del método de
la BSS utilizado por estos ingenieros, nos permitimos sefialar que ésta fue realizada y
consensada en colaboracidn con los ingenieros.

Descripcion del método de la BSS y su contexto de uso

En el area biomédica, ingenieria al servicio de la salud, se estudia la actividad eléctrica del
organismo a traves del registro de sefiales electrofisiologicas. Las sefiales registradas
permiten, en un trabajo de clinica, determinar el estado de salud de las personas. Por lo que es
muy importante que este registro sea lo mas fiel posible a la actividad eléctrica de los 6rganos.
Es decir, durante el registro existen diferentes interferencias y/o perturbaciones que alteran la
sefial registrada y por consecuencia su interpretacion. Algunos ejemplos de sefiales
electrofisiologicas son: el electrocardiograma (ECG), el electroencefalograma (EEG), el
electromiograma (EMG), etc.

Por ejemplo, el electroencefalograma (EEG) es el método mas usado para registrar la
actividad eléctrica del cerebro, mediante electrodos que se colocan sobre el cuero cabelludo.
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Estos electrodos se colocan siguiendo estandares internacionales (ver figura 3). Si bien, estos
electrodos registran la actividad cerebral, también registran otro tipo de actividad, como
puede ser actividad electrofisioldgica que no sea de origen cerebral (i.e. actividad ocular,
actividad muscular, actividad cardiaca), asi como ruido. Tanto al ruido como a la actividad no
cerebral que se registra se les conoce como perturbaciones.
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Figura 3. Estandar internacional para la colocacion de electrodos

Podemos apreciar un elemento importante del contexto, el registro de la actividad cerebral no
s puro, sino que se comporta de una mezcla.

Con la finalidad de tener registros exceptos de perturbaciones se han creado métodos de
tratamiento de sefial como la separacién ciega de fuentes (BSS), el cual consiste en separar a
partir de los registros de EEG las componentes de las fuentes (sefiales) que tienen un origen
cerebral de las fuentes que no tienen un origen cerebral. Una vez que la separacién de ambos
tipos de fuentes es hecha, se procede a eliminar las sefiales de origen no cerebral y sélo se
conservan las de la actividad cerebral. La motivacion general de uso del método podemos
encontrarla aqui, se quiere separar las fuentes sefiales de origen cerebral de aquellas que no lo
tienen.

La BSS consiste en tener una mezcla de sefiales que son el resultado de la combinacion de
diversas fuentes de origen a través de una matriz de mezcla desconocida. Teniendo
Unicamente como conocimiento el resultado de la mezcla (observaciones). La idea es
encontrar la matriz inversa (a la matriz de mezcla) que nos pueda regresar las fuentes de
origen, esto sin tener ningn conocimiento previo, ni de las fuentes ni del sistema de mezcla.

Fuentes

Figura 4. Combinacion entre electrodos y fuentes
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Primera fase de modelizacion

En el caso de un registro de EEG, consideramos el EEG como el resultado de una mezcla de
fuentes de origen cerebral y de fuentes de origen no cerebral. Los registros de EEG resultan
como la combinacién de diversas fuentes s (cerebrales y extra cerebrales), esta combinacion
es registrada por los electrodos colocados sobre el cuero cabelludo x (Figura, 4).

El principio de la solucion de la BSS esta basado en el algebra lineal, como la multiplicacion
de matrices que nos permite resolver el problema inverso presentado. Es decir a partir de una
matriz de sefiales desconocidas x debemos resolver el problema inverso y encontrar las
matrices que multiplicadas (s y A) dieron como resultado la mezcla x.

Desde el punto de vista formal, la separacion ciega de fuentes consiste en estimar P sefiales
desconocidas s (las fuentes) a partir del conocimiento unicamente de Q mezclas de las sefiales
X (las observaciones). El término ciego significa que las fuentes no son observadas y que el
modelo de mezcla A también es desconocido.

S A X—>

Figura 5. Esquema que representa el modelo de la BSS

Notemos que en esta primera fase de modelizacién el problema de la captacion de sefiales
fuentes no puede hacerse de manera pura. Es decir, las captaciones hechas por los electrodos
constituyen una mezcla de sefales. Los ingenieros describen este fendmeno en términos de
una representacion matricial y que en el esquema anterior es visto es de la siguiente manera,
se producen fuentes cerebrales (s), que se mezclaran (matriz de mezcla A) y se obtienen
observaciones (x).

Modelo de la BSS

El modelo espacial de la mezcla al instante k esta definido por: x(k) = As(k)
Donde:

x(k) = [x1(k), ..., xg (k)]T es el vector de sefiales observadas (electrodos)
s(k) = [s1(k), ..., sp (k)]T es el vector de las fuentes de origen (desconocido)
A(QxP) matriz de mezcla (desconocida)

El objetivo de la BSS es la estimacion de una matriz de separacion B, que permita la
estimacion de las fuentes de origen s a partir de las sefiales medidas x (ver figura 6):
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Figura 6. Principio del método de la BSS

Para fines clinicos el interés estd en conocer las fuentes de origen cerebral, sin embargo el
registro s6lo muestra la mezcla de las diversas fuentes. Sin ningln conocimiento a priori de
las fuentes cerebrales, solucionar este problema resulta una tarea muy complicada a resolver.
Los resultados obtenidos con el uso de la BSS en clinica son prometedores.

Esta descripcion y la metodologia para el disefio (seccion 3.1 de este capitulo) fueron
presentadas en un curso de maestria del Programa de Matematica Educativa del CICATA,
unidad Legaria, detallamos a continuacion algunos elementos del curso y de la actividad que
les fue solicitada a los profesores asi como la manera en que fue resuelta.

3.3 Actividades didacticas producidas por los profesores de matematicas
en el marco de un curso de maestria
Como sefialamos en la introduccion de este capitulo, la metodologia propuesta para el
disefio de actividades de modelizacién matematica, requeria ser probada. Es decir, tener
una fase experimental en la cual poder observar si el uso de la metodologia permitia
realmente disefiar actividades didacticas. Para lo cual, propusimos en el curso de maestria,
Procesos de institucionalizacion de la matematica escolar, una actividad utilizando la
metodologia para disefiar una actividad didactica. Presentamos a continuacion una breve
descripcion del curso y analizamos algunas actividades didacticas propuestas por los
profesores de matematicas, alumnos de dicho curso.

Breve descripcion del curso, procesos de institucionalizacion de la
matematica escolar

El curso de procesos (asi lo nombraremos en adelante) es el tercer curso que se propone en
la maestria del Programa de Matematica Educativa y tiene por objetivo general reflexionar
sobre la naturaleza de los procesos de institucionalizacion que se producen en el aula. El
curso que nosotros consideramos fue realizado en el primer semestre 2012 - 2013 del
calendario oficial del Instituto Politécnico Nacional, que corresponde a enero-junio 2012.
El objetivo de este curso fue:
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Reflexionar sobre los procesos de institucionalizacion que se producen en la clase de
matematicas y mas precisamente analizar como dichos procesos tienen lugar en
actividades didacticas de modelacion matematica. Para lo cual se propondra analizar y
discutir la herramienta tedrica de los momentos del estudio (Chevallard, 1999)
(Documento de presentacion del curso, p.2).

El curso consistio de cuatro actividades y la lectura de dos articulos de investigacion, el
primero referido a la modelizacion matematica (Skovsmose, O, 2001) y el segundo a
elementos teoricos (Chevallard, 1999). La primera actividad consistio en resolver un
problema de modelizacion matematica llamado “El problema de los aviones de papel” que
constituye un problema abierto, en el cual a partir de ciertos datos deben responderse
preguntas, las respuestas no son Unicas. La segunda actividad del curso consistio en
analizar este problema utilizando los elementos tedricos de uno de los articulos leidos.

Estas actividades y las dos lecturas nos parecieron el marco adecuado para proponer la
actividad 3 del curso, la cual consistia en disefiar una actividad didactica basada en
modelizacion matematica. Para realizarla disponian de la descripcion del método de la BSS
y la metodologia para el disefio de actividades (detallada en la seccion 3.1 de este capitulo).
Una vez que los profesores tuvieron la descripcion de esta actividad, propusieron, a su
iniciativa, un foro en el cual expresaron sus dudas tanto en lo relativo al método de la BSS
como a las cuestiones propias para el disefio didactico.

Las actividades didacticas producidas

Los profesores de matematicas, alumnos del curso de procesos, produjeron actividades
didacticas motivadas en el método de la BSS y basandose en la metodologia para el disefio
que les fue propuesta. Las actividades propuestas intentan adaptar el método de la BSS o su
principio al nivel educativo en el que labora el profesor que las disefia. Para lograrlo los
profesores efectlian investigaciones suplementarias que les permiten apropiarse del método
de la BSS vy posteriormente efectian una “adaptacion de la BSS”. Por ejemplo, una de las
actividades que fue propuesta es la siguiente:

Esta informacion proviene de la mezcla de diversas fuentes de origen cerebral. Propon

una manera de separar la informacion inicial X en la combinacion de otras
representaciones mas simples.
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time
Figura 1: Sefiales p i de un electroencefal Tomada

de (Hyekyoung & Seungjin, 2009)
Figura 7. Imagen que muestra el profesor Luis en su actividad

Podemos ver que el profesor Luis elige esta imagen resultado de su propia investigacion
sobre la BSS. La tarea propuesta es muy general y no presenta el principio del método, pero
el profesor Luis menciona antes de proponer la actividad que pedira a los estudiantes hacer
una investigacion sobre la BSS. EI mismo profesor presenta una reflexion en este sentido,
sefialando que esta tarea es abierta, amplia y que podria ser enfrentada de maneras diversas
sin necesariamente lograr el objetivo que él se propone, acercarlos al principio de la BSS.

Por ejemplo, se podria presentar una de las matrices que resultan de la observacion de
las sefiales en un EEG (Figura 1) [hace referencia a la Figura 7] y plantear a los
estudiantes que, de manera preliminar, intenten proponer una estrategia para hacer
separaciones de los registros del EEG. Seguramente, esta tarea no sea nada sencilla. Se
piensa que existan quienes propongan separar la informacion por colores, por
segmentos, etc. Como se puede inferir, este puede ser un inicio bastante significativo en
torno, a lo que implicara posteriormente transformar una matriz en la suma o producto
de otras. Y es que en esencia, para “separar’ una matriz de esa manera, es necesario
proponer la separacion y luego realizar procesos que validen el resultado.

Analizando esta cita constatamos que la tarea que el profesor Luis propone no constituye
una actividad propicia para el aula, sino una tarea en fase intermedia del proceso de disefio.
Todas las actividades presentadas por los profesores son distintas y se encuentran en
diferentes niveles de cercania al aula. Lo que pudimos apreciar en una revision general es
que en todas las actividades se ejerce una adaptacion del contexto de la BSS, que nosotros
podriamos Illamar como una transposicion 1 ejercida sobre la descripcion propuesta del
método de la BSS, que podria ser considerada una transposicion 0.

Las actividades propuestas por los profesores adoptan en lenguaje praxeoldgico para ser
propuestas y en ese sentido consideramos que la metodologia pone a su disposicion una
herramienta para expresar las actividades. Sin embargo, las actividades propuestas no
constituyen, como lo mencionamos anteriormente, actividades que puedan ser llevadas al
aula sino actividades en el proceso de disefio.

Nuestra hipotesis es que el marco institucional, el curso de maestria, es apto para probar la
metodologia, pues los profesores estan comprometidos a utilizarla y a producir las
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actividades. La contraparte es que el tiempo se vuelve una limitante y no se logré tener
suficientemente tiempo para retroalimentarlos, discutir entre pares y poder mejorar las
actividades propuestas para acercarlas cada vez més al aula. Esto nos motivé a elegir una de
las actividades propuestas y a desarrollarla en el marco de esta investigacion.

3.4 Conclusion

En este capitulo hemos presentado una Metodologia para el disefio de actividades didacticas
basadas en modelizacién matemaética. Una de las fases de esta metodologia es la eleccion de
un contexto extra-matematico lo que define en parte el tipo de actividades que permitird
disefiar esta metodologia. Es decir, se considera especificamente que estas actividades son
disefiadas con el objetivo de figurar en una formacion de futuros ingenieros y por tanto ese
contexto extra-matematico debe relacionarse o a las disciplinas de especialidad o a la practica
de ingenieros. Las otras tres fases buscan propiciar el paso del andlisis de los modelos
matematicos en uso al disefio de una actividad didactica. Describir la naturaleza de la
actividad del contexto elegido, es una primera transicién que consideramos orienta sobre el
analisis de la actividad matemética del contexto pero no llega a ser tan fina como la de la
tercera fase, donde especificamente se busca describir los modelos matematicos en uso, pero
desde una dptica didactica. Es decir, esta tercera fase es mas cercana al aula y més lejana al
contexto que la segunda. La cuarta fase es la mas cercana al aula, pues en ésta ya se describen
las técnicas matematicas y las tecnologias (saberes) que sustentan dichas técnicas. Esta fase es
amplia, pues no solo se trata de describir las técnicas y tecnologias matematicas sino de
analizar su relacion con el programa de matematicas, del dispositivo didactico que puede
generarse y de su pertinencia en el aula. Consideramos que esta metodologia es una primera
aproximacion a las pautas que pueden orientar el disefio de actividades didacticas basadas en
modelizacion.

El curso de procesos nos parece constituyd un marco institucional propicio para probar la
metodologia, pues los profesores utilizan la metodologia como parte de una de las actividades
del curso. Es decir, tienen condiciones y recursos dentro del mismo curso que hace que los
profesores utilicen la metodologia. Sin embargo, como todo curso existe un tiempo para cada
actividad y eso no permite que los profesores empleen mas tiempo en el disefio, ni tengan un
espacio mas amplio para retroalimentarse entre pares para producir actividades didacticas que
puedan aplicarse en el aula. Esto nos motivo a elegir una de las actividades propuestas y
desarrollarla para convertirla en una secuencia didactica, la cual se presenta a detalle en el
siguiente capitulo.

Finalmente, consideramos que el haber propuesto un contexto extra-matematico preciso, el
método de la BSS, fue una variable de control para probar nuestra metodologia. Dado que el
tiempo para disefiar la actividad utilizando la metodologia era limitado, contar con el contexto
extra-matematico permitio economizar esta parte que es compleja y solicita por tanto un
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tiempo considerable. Notamos también que el contexto de la BSS es complejo, comprenderlo
obligd a los profesores a investigar y a abrir un foro para intercambiar lo que entendian del
mismo. Este foro fue un elemento fundamental para explicitarlo y pudimos contar con la
colaboracion de uno de los ingenieros, lo cual nos hace pensar que la ayuda de un experto en
un tipo de proyecto como el nuestro es necesaria.
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Capitulo IV

Secuencia de actividades de modelizacion que
Involucran conceptos de funciones vectoriales y
vectores
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4 Introduccion

En este capitulo se presenta una secuencia didactica que involucra el uso de funciones
vectoriales para describir la trayectoria de un movil. Dicha secuencia se inscribe en un
proyecto de investigacion que tiene por objetivo proponer actividades didacticas de
modelizacién considerando contextos extra-matematicos. En particular, se eligi6 un
contexto de ingenieria biomédica, como se detalld en el capitulo anterior. Este contexto y
mas precisamente el método de la BSS fue objeto de dos transposiciones, la primera por
matematicos e ingenieros biomédicos y la segunda por profesores de matemaéticas alumnos
de una maestria en Matematica Educativa.

En el método de la BSS puede identificarse el uso de dos objetos matematicos vectores y
matrices. Con el objetivo de que los futuros ingenieros en Sistemas Computacionales,
puedan conocer un uso de los vectores como modelos matematicos en contextos extra-
matematicos, se generd una secuencia que involucra actividades de modelizacion
matematica. La secuencia esta pensada para estudiantes del curso de calculo vectorial, de
tercer semestre de la carrera de Ingenieria en Sistemas Computacionales, debido a que en
un semestre anterior cursaron la materia de Algebra lineal, donde trabajaron con vectores y
matrices.

Para el disefio de la secuencia se considerd una pre-propuesta elaborada por un profesor de
matematicas, que llamaremos “profesor A”, en el marco de un curso de maestria en
Matematica Educativa. En dicho curso se propuso la metodologia de disefio de actividades
didacticas basadas en modelizacion matematica (expuesta en el capitulo 3, p.18) y el
contexto extra-matematico de la BSS. La pre-propuesta hecha por el profesor A y que
aparece en el anexo 1 fue considerada como base para el desarrollo de la propuesta aqui
presentada. Lo anterior obedece a que considerar un contexto extra-matematico como el
método BSS requiere de diferentes “transposiciones” que aseguren su adaptabilidad al aula.
Esta adaptabilidad sera diferente en la medida en que se considere un nivel educativo, un
curso de matematicas, el tipo de estudiantes al cual sera presentada y los objetivos
didacticos que se pretendan. En este caso se ha elegido el nivel educativo universitario y en
particular a estudiantes de Ingenieria en Sistemas Computacionales. Los objetivos
didacticos que se persiguen es que los estudiantes enfrenten tareas en las que los conceptos
de funcion vectorial y de vector sean utilizados como modelos matematicos. Es decir, las
tareas que componen la secuencia no son matematicas, solicitan por tanto la adaptacion de
los modelos matematicos de funciones vectoriales y de vectores al contexto del estudio de
trayectorias, en el cual se han propuesto las tareas. Las validaciones de las resoluciones
propuestas deben al menos darse en este contexto y se esperaria que puedan relacionarse
con las validaciones matematicas/tedricas. Dichas validaciones estan asociadas al modelo
matematico en uso, funciones vectoriales y vectores, mientras que las validaciones
“contextuales” estan asociadas al estudio de las trayectorias. Estas uUltimas permiten
sustentar la adaptabilidad de los modelos y la eficacia de las soluciones propuestas en
relacion al contexto de las tareas. La idea que subyace lo anterior es que en la practica los
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ingenieros adaptan modelos tipos en lugar de crearlos, como se muestra en el analisis hecho
por Romo-Vazquez del trabajo de Bissell (2000), en el cual se sefala:

Contrariamente a lo que se postula, el ingeniero crea raramente un nuevo modelo; al
contrario él selecciona un modelo estandar bien conocido, con dos soluciones bien
conocidas y va a adaptarlo o a modificarlo ligeramente. EI proceso de modelizacion es
casi siempre incremental, es decir consiste en una afinacion de modelos existentes
hecho sobre la base de la experiencia y de la practica, incluyendo lo que resulta de los
fracasos de la modelizacion. (Romo-Vazquez, 2009, pp. 39-40)

Lo anterior es considerado en el disefio de nuestra secuencia, pero sélo en parte, pues si
bien se sefiala que los ingenieros mas que crear, adaptan modelos matematicos se dice que
dicha adaptacion estd hecha en base tanto al conocimiento del modelo matematico en uso
como al fendmeno o proceso que se modela. Los estudiantes que enfrentaran la secuencia
que aqui se presenta han cursado un curso de algebra lineal, pero no sabemos si han
realizado algun estudio sobre las trayectorias.

El modelo tedrico que sustenta el disefio y andlisis de esta secuencia es el modelo
praxeologico extendido (Castela y Romo-Vazquez, 2011), el cual se presento en el capitulo
3. Presentamos a continuacién un analisis de la actividad propuesta por el profesor A 'y
como ésta constituye la base de la secuencia disefiada en esta tesis y llamada Buscando
trayectorias. Esta Gltima se presenta y analiza en la segunda parte de este capitulo.

4.1 Laactividad propuesta por el profesor A, origen de la secuencia

Buscando trayectorias
Como lo sefialamos en el capitulo precedente, hemos elegido la actividad propuesta por uno
de los profesores en el curso de procesos. La actividad elegida la propuso el profesor, que
[lamaremos A. Antecediendo la actividad de modelizacién, el profesor A presenta una
descripcion de la BSS:

El problema de separacion ciega de fuentes consiste en la recuperacion de un conjunto
de sefales originales (fuentes) a partir de observaciones de mezclas lineales de ellas. Se
trata de un problema de extraordinario interés en procesado de sefial porque para
resolverlo solo es necesario que se cumplan un conjunto de hipotesis muy poco
restrictivas, a saber, la invertibilidad del sistema de mezcla, la independencia mutua
entre las fuentes, y la distribucion no gaussiana de las mismas (Documento profesor A,

p.1).

En esta descripcion general del método, el lenguaje matematico parece estar cristalizado
por el lenguaje ingenieril, los Unicos términos que aparecen como matematicos es la
invertibilidad del sistema y la distribucién no gaussiana. Podemos notar que aparece el
término independencia, pero no se habla de vectores sino de fuentes. En este extracto
aparece la funcion de motivacion del uso del método al sefalarse, ““...para resolverlo s6lo es
necesario que se cumplan un conjunto de hipdtesis muy poco restrictivas...”. Es decir, se
sefiala que sus condiciones matematicas, invertibilidad del sistema, independencia lineal y
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la distribucién no gaussiana de las fuentes (funciones vectoriales) garantizan un confort en
el uso, facilitan el uso de la técnica, o del método BSS. Posteriormente, el profesor A va a
presentar caracteristicas del método y el interés didactico que puede generar, como se
muestra a continuacion:

Por esta razon, las técnicas de separacion ciega de fuentes encuentran numerosas
aplicaciones en campos tan diversos como procesado en array, comunicaciones
multiusuario y reconstruccion de voz o imagenes (Documento profesor A, p.2).

La separacion ciega de fuente s es un campo en el que se ha venido investigando
intensamente a lo largo de los ultimos diez afios. Son numerosos los trabajos en los que
se proponen algoritmos adaptativos para su solucion pero muy pocos se preocupan de
analizar con detenimiento, su aplicacion a la escuela, es decir, al estudiante comdn y
corriente; en esta pequefia actividad desarrollada, tratamos de incluir al estudiante como
eje principal, en la basqueda, o aplicacion de modelos (Documento profesor A, p.2).

Podemos ver a partir de estas dos citas, que el profesor Luis pasa de describir la BSS como
método ingenieril con bastante potencial para atacar diferentes problematicas a considerarlo
como objeto de andlisis que permita llevarlo a la escuela. Este andlisis no se profundiza
pero le permite mostrar el objetivo de las actividades que va a proponer y la razén de
exponer sintéticamente el método de la BSS. Podriamos decir, que este profesor entra en el
contrato de la actividad propuesta en el curso, es decir reconoce el contexto de la BSS
como el contexto extra-matematico para generar su actividad de modelizacion. Realiza una
segunda transposicion a partir de una presentacion del modelo, apoyado en una tesis
doctoral (Napena, 1999) cuyo titulo es: Algoritmos adaptativos para separacion ciega de
fuentes. Esta tesis se encuentra disponible en internet y aparece en las referencias del
documento producido por el profesor A. Al revisar el documento podemos encontrar la
siguiente figura:

Fuentes Observaciones Salidas W
l X

s X =As ¥ W= ‘“& X

H

Wi

-) - W -
N

N M

Mezcla Separacion
Figura 8 Método de la BSS Mezcla-separacion, la cual aparece en el trabajo realizado por el profesor A

Esta figura es retomada por el profesor A y va acompafiada de la siguiente explicacion:
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El problema no convolutivo, por tanto, puede ser expresado mediante un
sistema lineal de m ecuaciones de mezcla con n incégnitas, donde A
caracteriza a la matriz de mezclas, y s(t) y x(t) son los vectores de fuentes y
observaciones respectivamente.

X(1) = A- s(t)

La solucién al problema planteado se traduce entonces en encontrar la matriz
de separacion W! estimacion de la inversa de la matriz de mezclas A, solucion
a la ecuacion, donde y(t) sera a su vez un vector de estimacion de x(t) .

y(t) = Wi - x(t)
Donde s(t) = [sy, ......,sy]" vector de dimensiones (Nx1)
x(t) = [xq, oo oo, xpy]7 vector de dimensiones (Mx1)

xl(t) = a-l.l'sl(t) +otag,. Sn(t)

Xp(8) = apy-5,(t) + - 4 ay,-5,(6)

xm(r) = my- Sl(r) +oet anm'sn(t)

(Documento profesor A, p.2)

Esta explicacion es una sintesis de la exposicion sobre el método presentado en (Napena,
1999). Todo lo anterior le permite al profesor A traducir o transponer el contexto de la BSS
para poder proponer un contexto de modelizacién extra-matematico inspirado en la BSS
pero mas apto o méas cercano a los estudiantes del nivel universitario en el ciclo basico. El
profesor A propone un contexto de modelizacion basado en el contexto del ruido del
trafico, el cual describe de la siguiente manera:

El ruido de tréafico es una de las fuentes de ruido que mas preocupa a la sociedad actual.
Por esta razon, durante los Gltimos afios se estan dedicando esfuerzos para combatirlo;
sin embargo, el nimero de investigaciones enfocadas hacia la obtencion de técnicas
eficientes de deteccién y clasificacion siguen siendo escasas (Documento profesor A,

p-3)
La relacion del ruido de trafico visto como objeto de modelizacion matematica y la BSS
esta dada en los siguientes términos: “En este escenario, el trabajo tienen como objetivo
simular unos resultados, tomando el contexto de la separacion de fuentes, como
afianzamiento del conocimiento de vectores y matrices.” Para lo cual el profesor A propone
3 etapas que deben ser consideradas:

1. Los vectores, como parte basica, en el estudio del problema de separacion de fuentes.

2. La matriz, como unién entre el vector fuente, y el vector observacion, en el problema
de separacion de fuentes.

3. Modelizacion sobre el ruido causado por automotores, a través de una simulacién del
contexto separacion ciega de fuentes. (Documento profesor A, p.3)?

2 En el texto original estas tres etapas aparecen en negritas, nosotros hemos decidido dejar todas las citas
en el mismo formato.
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Para la primera etapa el profesor A propone un problema antecedido por un pérrafo en el
que explicita los elementos matematicos en juego, funciones vectoriales y funciones reales,
declarando como objetivo que los estudiantes puedan relacionarlas en el plano y en el
espacio. El problema propuesto por el profesor A se acompafa de una descripcion de las
tareas que los componen y de las técnicas necesarias para realizarlas. Asimismo, describe el
bloque tedrico- practico en el sentido de Teoria-tecnologia, de la siguiente manera:

Un automovilista, analiza una de las curvas de un circuito, en el recorrido de précticas, y le dice
a su ingeniero, que quiere saber, como se veria la curva en el plano, con los vectores marcados,
la rapidez, necesaria en cada uno de los tiempos dados, y el vector aceleraciéon. El ingeniero
averigua, que la curva tiene la siguiente funcion r(t) = (2t — 3)i + (3 + 4t — t2)j; los tiempos
en los cuales debe hallar la velocidad y aceleracién t=-1, 0.5, 2, 3y 4.

Tareas

1. Analizar el contexto en el que desarrolla la actividad
Establece el vector de la forma r(t) = (2t — 3)i + (3 + 4t — t?)]
Hallar la ecuacion vectorial de velocidad, y aceleracion.
Representar, y llenar una tabla con los encabezados
| Tiempo | () | v(t) | a(t) | Rapidez \
Expresar la funcién vectorial, en funcion real.
Reconocer, la relacion que puede existir entre funciones reales, y funciones vectoriales.
Graficar la funcidn real en el plano.
Marcar los vectores desplazamiento, velocidad y aceleracidn para cada tempo en la gréafica

Mo

N O

Técnicas

1. Tomando cada uno de los valores de la funcién desplazamiento expresarlo como vector,
simplemente relacionando visualmente el vector dado.

2. Utilizando derivadas en el vector desplazamiento se halla la velocidad, y aceleracion
v(t) =7r(t),a(t) =v'(t) =r"(t)

3. Rellenando los datos de la }abla para cada uno de los tiempos propuestos, usando
calculadora.

4. Tomando r(t) = (2t —3)i + (3 + 4t — t?)j realizamos la conversion a funcion real
x(t) =2t — 3y y(t) = 3 + 4t — t? despejando t de x(t)y remplazando en y(t), se obtiene la
—x2+2x+27

funcionreal y = "

5. Tomando la funcién real obtenida se grafica en el plano, usando cualquier graficador.
6. Con los datos de la tabla, marcamos los vectores, velocidad, desplazamiento y aceleracion
en la gréfica lograda

"
10

2) ‘ W

N ) o \e t r(t) v(t) | a(t)

"\ @ A\, 1 [ 5i-2j [ 2i+6) | -2]

T T T T TR T 0.5 | -2i+4.75] [ 2i+3j | -2j
; 2 i+7] 2i | -2

. 3 | 3i+6) | 2i-2j | -2

. 4 5i+3] | 2i-4j | -2j
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Teoria-tecnologia

De acuerdo a las técnicas planteadas, la teoria necesaria es la que tiene que ver con los
conocimientos y conceptos de vectores, su posicionamiento, su correlacion con coordenadas
reales y sus graficas; como recurso tecnoldgico, se utilizaran los diferentes software, como
Cabri, Geogebra, Matlab, entre otros.

Este planteamiento nos permite ver que la metodologia de disefio propuesta para realizar
esta actividad provee a los profesores (estudiantes del curso de procesos) herramientas para
disefiar esta actividad. Es por eso que el profesor A sefiala las tareas que componen el
problema planteado, su desglose puede ampliarse o reducirse pues éste dependera de la
manera en la que se perciba que esta actividad debe ser resuelta. Esto debido a que es una
actividad que no es totalmente cerrada. Puede observarse que las técnicas expuestas no
aparecen exactamente en el orden de las tareas, por ejemplo para la tarea 1 no se explicita
ninguna técnica. Sin embargo, para las demas tareas las técnicas son descritas. El
componente tecnoldgico-tedrico no es totalmente comprendido en el sentido de la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico y es por ello que la componente tecnolégica esta Unicamente
asociada al uso de programas computacionales.

El problema planteado refleja una primera adaptacion a la situacion del aula, pues se
presenta un contexto cercano al estudiante, se presentan las praxeologias que componen la
actividad, particularmente el bloque técnico-practico. Sin embargo, el problema planteado
no constituye como tal una actividad didactica en su Gltima fase. Es decir, en esta
descripcion no aparecen los objetivos de cada tarea ni tampoco los conocimientos
necesarios para realizar las técnicas, ni tampoco cudles tareas seran realizadas con la ayuda
de programas computacionales. La actividad propuesta nos parece estar en una fase inicial,
una buena base para desarrollar una secuencia didactica, la cual presentamos en la siguiente
seccion.

4.2 Analisis de las tareas que componen la secuencia: Buscando

Trayectorias
En esta seccidn se presenta un analisis de las tareas que componen la secuencia didactica
“Buscando trayectorias” con el objetivo de mostrar las razones que sustentan su diseflo asi
como lo que se espera realicen los estudiantes que las enfrenten.

Objetivo general

En esta secuencia se pretende que los estudiantes reconozcan el uso de funciones
vectoriales para representar la trayectoria de un mavil. La representacion de una trayectoria
a través de una funcion vectorial involucra también los conceptos de vector posicion, vector
velocidad y vector aceleracion. De esta manera, una trayectoria seguida por un mévil puede
representarse como una sucesion de posiciones a través de los vectores posicion, los cuales
tienen el mismo origen. Los vectores velocidad permiten representar la velocidad (dada por
el modulo del vector) para cada posicion del movil y los vectores aceleracion representan a
su vez la aceleracion. EI momento clave de esta secuencia es pasar de una funcién vectorial
a una funcion de variable real para expresar la misma trayectoria. Este paso es delicado
porque es necesario que el estudiante reconozca que una funcion vectorial estd definida
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como una funcién F tal que F: | € R—R? Dado que las funciones vectoriales estan dadas
de la forma r(t) = x(t)i + y(t)j donde x(t) y y(t) estan definidas en funcién del tiempo
y son funciones paramétricas de r(t) que esta definida sobre R o sobre | € R. Para pasar de
r(t)a y(t) la técnica que lo permite, en los casos donde esto es posible, consiste en
eliminar al pardmetro t en una de las funciones paramétricas y sustituirla en la otra.
Determinar la tecnologia que sustenta esta técnica y mas aun exponer las razones que
motivan el paso de una funcion vectorial a una real nos parece que no es natural ni
evidente. La secuencia se ha disefiado de manera gradual para lograr este paso, el cual es
solicitado en las actividades 4 y 5.

La secuencia ha sido disefiada utilizando el programa computacional Geogebra con el
objetivo de poder graficar tanto las trayectorias como los vectores posicién, velocidad y
aceleracion. Conocer Geogebra no es un requisito para los estudiantes que enfrenten la
secuencia, para las actividades 1 y 2 se ha relatado una guia de uso de las funciones del
programa que son requeridas. Dichas guias son suficientes para desarrollar toda la
secuencia. Geogebra es utilizado como una herramienta para el desarrollo de las tareas
propuestas en la secuencia, pero su uso no es objeto de analisis en esta investigacion.

Presentamos a continuacion la secuencia y un andlisis de tareas que comprende tanto las
razones de su disefio como lo que se espera que realicen los estudiantes al enfrentarlas.

4.3 Analisis de tareas que conforman la secuencia

Analisis de la tarea 1
La tarea 1 de la secuencia es la siguiente:

Tareal

Pepito Creatividad es un ingeniero a quien se la ha solicitado encontrar la trayectoria de un
movil conocido como “luna”, las primeras informaciones que recibe le indican que “luna”
pasa por los siguientes puntos: A, B, C, D, E, F y G; cuyas coordenadas son:

A = (-3.93, 0.92)
B =(-2.5, 3.93)
C = (0, 6.75)
D = (2.43, 6.49)
E = (4.5, 3.94)
F = (6,0.75)

Con ayuda de GEOGEBRA, localiza en el plano XY las coordenadas anteriores.

Esta tarea, como la secuencia misma, se propone en un contexto no matematico, en el cual
un ingeniero llamado Pepito Creatividad debe analizar la trayectoria de diferentes moviles.
En esta primera tarea se tiene por objetivo que los estudiantes identifiquen parejas de
coordenadas en el plano XY utilizando el programa Geogebra y puedan posteriormente
relacionarlos con puntos de la trayectoria de un movil (en el contexto de la tarea “luna”)
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establecida en relacion al tiempo. El estudio de una curva continua puede ser tratado como
una funcién vectorial (discreta). Consideremos la definicibn matemaética de una funcion
vectorial:

Definicion. Sea m < I entero. Se llama funcién vectorial de m componentes a toda funcion cuyo
dominio es un subconjunto de nimeros reales y su recorrido un subconjunto del espacio euclideo
m dimensional.

Las funciones vectoriales son funciones que a cada numero real o escalar t perteneciente a su
dominio asocian un vector r(t). Las funciones con valores reales hasta ahora estudiadas se
llaman funciones escalares cuando necesitemos distinguirlas de las funciones vectoriales. Las
componentes del vector r(t) son funciones escalares y se escribe: r(t) = (X4(t),...,.xm(t).
En el caso m = 2 es habitual escribir r(t) = (x(t), y(t)) o

r(t) = x(t)i +y(t)j (Amarillo, 2006, p.2)

Esta definicion es extraida del curso “Funciones Vectoriales y Curvas” propuesto por June
Amarillo del Departamento de Matematica Aplicada, Facultad de Informatica de la
Universidad Politécnica de Madrid. El curso estd disponible en linea y estd avocado
unicamente a este tema y desarrollado con bastante claridad, por lo cual lo hemos analizado
para el desarrollo de esta secuencia. Después de la definicion de funcion vectorial, se
presentan las componentes de la funcion vectorial r(t) como ecuaciones que parametrizan
dicha funcion.

Si r es una funcidén vectorial de dos componentes y su dominio un intervalo I, al variar t el
extremo del vector r(t) describe una curva en el plano. Se dice que las ecuaciones x=x(t), y=y(t),
t € | constituyen una parametrizacion de dicha curva. En este caso la variable real t se llama
parametro. A veces es facil eliminar el pardmetro t entre ambas ecuaciones para obtener
ecuaciones explicitas o implicitas de la curva. (Amarillo, 2006, p.3)

Estos elementos tecnoldgicos son los que sustentan las tareas que conforman la presente
secuencia. El caso que hemos elegido en las tareas 1, 2, 3 y 4 corresponde a las
ecuaciones paramétricas: x(t) =2t—3 y y(t) =3+ 4t —t2, por lo que eliminar el
parametro t es posible y permite expresar de manera explicita la funcion y =

.2 . ., .
X227 donde x € R. Es decir, es una funcion de variable real. En la tarea 5 se propone

una nueva funcion vectorial que aparece de manera explicita y la cual analizdremos mas
adelante.

Consideramos importante sefialar que en el curso “Funciones Vectoriales y Curvas” el
vector posicion es el elemento utilizado para motivar la necesidad de definir las funciones
vectoriales como se muestra a continuacion:

Consideremos una particula en movimiento sobre un plano. Su posicion en un
determinado instante t viene determinada por dos coordenadas x(t) e y(t) que dependen
de t. Si la particula se mueve en el espacio su posicion queda determinada por tres
coordenadas x(t), y(t) y z(t) dependientes de t. En el primer caso la posicion de la
particula se describe mediante un vector de dimension dos cuyas componentes dependen
de t y en el segundo caso mediante un vector de tres coordenadas cuyas componentes
son funcion de t. Esto nos lleva a considerar un nuevo tipo de funciones. (Amarillo,
2006, p.1)
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Asi la posicion instantdnea del movil es representada por el vector posicion con
coordenadas x(t)e y(t)x(t) que dependen de t. Para introducir a los estudiantes al vector
posicién hemos propuesto una primera tarea en la cual se pide ubicar algunos puntos a
partir de sus coordenadas con el objetivo de que en la tarea 2 representen los vectores
posiciones asociados a dichos puntos. No se hace explicito que las coordenadas estan dadas
por las funciones x(t)e y(t) pero esto aparecera en las tareas

Para realizar la tarea 1 se propone el uso de Geogebra, visto como herramienta que permite
ejecutar esta tarea, una guia del uso de dicho programa computacional es propuesta en
nuestra secuencia y es la siguiente:

Uso de Geogebra: b) Deberéds de elegir la opcion de
a) Abrir el programa Geogebra nuevo punto que se encuentra en la
haciendo clic en el logo del barra superior de la pantalla, como
programa como aparece en la se muestra en la siguiente figura
siguiente figura: — —

Archivo Edita Vista Apariencias Opeionasgfiiramientas Venlana Ayuda

VRIS AT A e Punia
opjete]| @ MUY

Objetd -+
A% Punto en Objeto

\/’ Adosa  Libera Punta
3 % X Interseccitn de Dos Objetos
BN 55,

®  PunioMedio o Centio

c) Paralocalizar los puntos deberas darle clic en el lugar donde quieres que
aparezca el punto, y de manera inmediata se etiquetara el punto elegido.
%7 GeoGebra -w—

[Archivo Edta Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayda

DNeErEoERENE

[Vista AlodsiEme) [Vista Grafica
| = Objetos Libres
| JA

Analisis de la tarea 2

Tarea 2

Para determinar la trayectoria del movil “luna” Pepito Creatividad decide trazar el vector
posicion para cada uno de los puntos. En la figura 2 se ha trazado el vector posicién r
correspondiente al punto A, cuyas coordenadas son (-3.93, 0.92).
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A 1 F

\ °

5 45 -4 35 '3 25 2 15 1 050 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 55 6 85 7
-

Figura. 2 Vector posicion r,

Con ayuda de Geogebra traza los vectores posicion r, para cada uno de los puntos
localizados anteriormente, donde ry estard asociado al punto A, r; estard asociado al punto
B, r, al punto C y asi sucesivamente.

En esta tarea el estudiante debe trazar el vector posicion asociado a los puntos A, B, C, D, E
y F. Para realizar esta tarea el estudiante debe observar el vector posicion ry asociado al
punto A que aparece en la Figura 2. Por tanto, el estudiante sin hacer referencia a la
definicion de vector posicion debe darse cuenta de que los vectores van del origen (0, 0) al
punto considerado. Con base en esta tarea y la siguiente se espera que el estudiante asocie
los vectores posicion a una descripcion de la trayectoria del movil en relacion al tiempo.

De la misma manera que en la tarea 1, se les proporcioné para realizar la tarea 2 una guia
de uso del programa Geogebra como se muestra a continuacion.

Uso de Geogebra:
a) Trabajaras sobre los puntos de la b) Ahora vas a elegir del submena el
Figura 2. Localiza los puntos con el vector entre dos puntos.
mismo mecanismo anterior.
Posteriormente ubicaras el cursor en el

icono de recta que pasa por dos puntos
fista Apa

5|

v

c) Ahora sobre la gréafica deberas colocar el cursor en el origen (coordenadas (0,0)) y
dirigirlo hacia el punto A d&ndole un clic, después volveras al origen y lo guiarés al
punto B dandole clic y asi sucesivamente para los demas puntos.
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Anadlisis de la tarea 3

Tarea 3
El ingeniero recibe una nueva figura (Figura 3), donde se muestran mas puntos por las
cuales paso6 el movil “luna”.

. @

a f
6 45 4 356 3 268 2 16 -1 06 |0 0.5 1 1.8 2 28 2 35 4 45 & 5.5 8 B85
1

Figura 3. Puntos por donde pasa el movil luna

a) Utilizando la Figura 3 traza el vector posicion para cada uno de los puntos a, b,
c,deyf.

b) Al trazar los vectores posicién de los puntos A, B, C, D, E y F (Figura 2) y de
los puntos a, b, ¢, d, e y f (Figura 3). ¢(Podrias generar una gréfica de la
trayectoria que sigui6 “luna”?

c) ¢Podrias decir con certeza que la trayectoria que encuentras en el inciso anterior
es la que sigui6 el movil luna?

¢Por qué si?
¢Por qué no?

En esta tarea se dan mas puntos de la trayectoria que sigui6 el movil “luna” con el objetivo de
que los estudiantes puedan intuitivamente generar una idea de la forma de la trayectoria. Los
vectores posicidn permiten tener una idea mas precisa de la trayectoria seguida por un movil,
es por ello que se les pide en el inciso a que grafiquen los vectores posicion de los puntos a, b,
c, d, e y f. Los estudiantes de requerirlo pueden también graficar en la misma figura (Figura 3)
los vectores posicion de los puntos A, B, C, D, E y F que ya han graficado en la tarea 2. En el
inciso b de esta tarea se pide que consideren los vectores posicion de todos los puntos (A, a,
B, b, C,c, D,d E, e, Fyf) para hacer una primera gréafica de la trayectoria. El objetivo que
subyace a esta tarea es que los estudiantes puedan visualizar el uso de los vectores posicion
como herramientas para describir/analizar/estudiar/producir una trayectoria. Ciertamente, este
objetivo es general y la tarea es muy local pero se inscribe dentro de éste. El inciso c tiene por
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objetivo que los estudiantes validen la manera en la que han producido la trayectoria de
“luna”, es decir que analicen la unicidad de la trayectoria producida. Nos parece necesario
decir, que una de las herramientas de Geogebra “conica dados cinco de sus puntos” permite
dados cinco puntos trazar la grafica de la funcion polindmica a la cual pertenecen dichos
puntos. El uso de esta herramienta no esta sugerido explicitamente en esta tarea, sin embargo
es muy probable que los estudiantes la utilicen para validar la trayectoria producida.

Continuando con las actividades de la tarea 3 tenemos el inciso d, que aparece a continuacion:

Pepito esta interesado en conocer la posiciones que ha seguido “luna” pero esta vez con
respecto al tiempo. Consideremos que en esta trayectoria cada punto es de la forma
P(x(t),y(t)) donde x(t) = 2t — 3. Para conocer el tiempo de las posiciones conocidas (A,
B,C,D,E F, ab,c,d,eyf). Completa la siguiente tabla:

Punto X(t) y(t) x(t)=2t—-3 | T
A -3.93 |0.92
a

B -2.5 3.93
b

C 0 6.75
C

D 243 |6.49
d

E 4.5 3.94
e

F 6 0.75
f

En esta tarea se expresan elementos de la funcion vectorial, primeramente se describe la
forma general de un punto de la trayectoria dada por P(x(t), y(t)). Es decir, se explicita que
las coordenadas de estos puntos estan dadas por dos funciones x y y cuya variable es t
(tiempo). La ecuacion paramétrica x(t) aparece de manera explicita y dado que ellos
conocen las coordenadas de los puntos, se les pide calcular la coordenada en x a través de
esta ecuacion paramétrica con dos objetivos. El primero que comprueben que efectivamente
las primeras entradas de los puntos A, B, C, D, E, F, a, b, ¢, d, e y f ya conocidas fueron
obtenidas con esta ecuacion. El segundo es que determinen el valor del pardmetro t para
estos puntos. Esto para que los estudiantes se den cuenta que la curva de la trayectoria no
estd dada en funcion de t sino de x, aunque la tarea no les solicite un andlisis sobre esto.

Continuando con el andlisis de esta tarea consideramos ahora el inciso e, que aparece a
continuacion:

Pepito sigue estudiando la trayectoria que sigui6é “luna” y ahora desea conocer cuéles son
las posiciones de dicho movil en los siguientes tiempos, t=-2, -1, 0.5, 2, 3, 4 y 5. Para

45



lograrlo Pepito primeramente averigua que la posicion r(t) esta dada por r(t)= x(t)i +y(t)j.
Completa la siguiente tabla:

t x(t) =2t—3 | y(t) =3+ 4t —t? r(t) = x(t)i + y(t)j
-2

-1
0.5 -2 4.75 -2i+4.75j

2

3

4

5

En esta tarea se solicita que se determine la posicion en la cual se encuentra el movil
“luna” para diferentes valores de t. Para realizar esta tarea se le proporciona a los
estudiantes, por primera vez de manera explicita, la funcién vectorial r(t) = x(¢t)i +
y(t)j donde x(t) =2t —3y y(t) =3 + 4t — t2. Se les proporciona una tabla con cuatro
columnas, en la primera aparece el parametro t con los valores t=-2, -1, 0.5, 2, 3, 4 y 5,
en la segunda la ecuacion paramétrica x(t) =2t—3, en la tercera la ecuacion
paramétrica y(t) = 3 + 4t — t? y en la cuarta r(t) = x(t)i + y(t)j. Para completar la tabla
los estudiantes deben de seguir una técnica basada en procedimientos algebraicos,
sustituyendo en cada caso el parametro t. El objetivo de que los estudiantes sustituyan el
pardmetro en las diferentes ecuaciones y expresen la funcion vectorial en sus dos
componentes (i,j)es que ellos trabajen la representacion vectorial de la posicion del
movil respecto del tiempo. Es decir, en esta tarea no grafican los vectores posicion sino
que los representan en su notacion vectorial, distinguiendo cada ecuacion paramétrica
como elemento de la funcion vectorial. Esta Gltima es elemento tecnoldgico de la
praxeologia en juego.

Después de esta tarea se hacen las siguientes tres preguntas:

d) ¢Podria Pepito conocer la posicion de luna para t=100? Justifica.
e) ¢Y parat= 37,8007 Justifica.
f) ¢Podria Pepito conocer la posicion de “luna” para cualquier tiempo? ;Como?

El objetivo de estas preguntas es que los estudiantes se den cuenta de que la funcion
vectorial permite encontrar la posicion del movil “luna” para cualquier t. En la pregunta f)
se proporciona un valor de 100 paraty en la g) de 37, 800. Se espera que los estudiantes
sustituyan dichos valores en las ecuaciones paramétricas X(t) y y(t) y posteriormente en la
funcién vectorial r(t). Por altimo se les pide que analicen si esta técnica puede funcionar
para cualquier valor de t con el objetivo de que se den cuenta de que la funcion vectorial
permite determinar cualquier posicion del maévil. Por supuesto esto ultimo dependera del
dominio de la funcién vectorial, aunque las preguntas por si mismas no requieren la
explicitacion de este elemento tecnologico.

Analizando la Gltima cuestién de la tarea 3:
g) ¢Que representa r(t)?
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En este cuestionamiento se le pide a los estudiantes que reflexionen a lo ya realizado
anteriormente y que generen una explicacion de lo que para ellos representar(t). Se
pretende que incluyan en su explicacion/argumentacion palabras como vector posicion,
tiempo, puntos localizados en el plano XY y trayectoria.

Analisis de la tarea 4

En la tarea 4 se introduce el concepto de vector velocidad a partir de su relacion con el
vector posicion, para lo cual se presenta una tabla y un grafico. En la tabla aparecen el
pardmetro t, el vector posicion calculado a través de la funcion vectorial r(t) y el vector
velocidad para los puntos A, B y C. En el gréafico aparecen los vectores posicion y los
vectores velocidad para cada uno de estos puntos y ademas los vectores posicion para los
puntos D y E. No se dice como se obtiene el vector velocidad ni cual es su relacion con el
vector posicion, se representan tanto en la tabla como en el grafico. El objetivo de esta tarea
es que los estudiantes puedan reconocer las caracteristicas del vector velocidad, origen,
direccion o sentido y longitud, a partir de estas dos representaciones. Para lo cual se les
hacen las preguntas i, ii, iii, iv, v y vi. Todas estas preguntas pueden responderse a partir de
un analisis del grafico donde aparecen los vectores velocidad v1, v2 y v3.

En la pregunta i se les pide sefialar el origen de cada vector velocidad con el objetivo de
gue reconozcan que éste es justamente el punto sobre la trayectoria del vector posicion. Al
mismo tiempo se espera que puedan apreciar que los vectores velocidad se representan
considerando al vector posicién como su origen.

En la pregunta ii se pide que se reconozca la direccion o sentido de los vectores velocidad
con el objetivo de explicitar que el sentido muestra la direccion seguida por el movil en la
trayectoria.

En la pregunta iii se busca que el estudiante calcule la longitud de estos vectores que seran
distintas y representan la velocidad del mdvil en esos puntos. Sin embargo, el analisis
solicitado en esta pregunta se limita a reconocer distintas longitudes. En Geogebra es
posible calcular dicha longitud.

La pregunta iv tiene por objetivo que los estudiantes den cuenta de que los vectores
velocidad son tangentes a la curva y(x), para lo cual se les pide que expresen si éstos se
parecen a la curva. Por primera vez en esta secuencia se menciona a la curva como y(x) sin
decir que no estamos hablando de la funcion vectorial sino de la funcion de variable real x.
Notemos que el analisis solicitado por la pregunta esta basado en el grafico por lo que el
grosor de los vectores puede llevar a los estudiantes a considerar que el vector velocidad
toca en mas de un punto a la curva. Esto mismo aplica para la pregunta v que solicita
sefialar si el vector velocidad toca al vector posicién en mas de un punto. Consideramos que
el andlisis hecho por los estudiantes para responder esta pregunta no se vera afectado por el
grosor de los vectores velocidad.

La pregunta vi tiene por objetivo que los estudiantes se cuestionen sobre como calcular la
velocidad con la que le movil ha seguido la trayectoria. Aungue es la longitud del vector
velocidad la que permitiria responder esta pregunta, consideramos que la secuencia no da
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elementos para emitir tal respuesta. Lo que se busca es introducir esta cuestion para poder
abordarla posteriormente.

Esta es la tarea 4 propuesta en la secuencia:

Tarea 4

Pepito recibe una nueva figura sobre la trayectoria que siguié “luna”, acompanada de la
siguiente informacion: “Estimado Pepito, en esta grafica podras apreciar 3 vectores
posicion 1y 1, 13y sus respectivos vectores velocidad v, v, v, los cuales se expresan en la
siguiente tabla:

t r(t) v(t)
-1 A -5i - 2] V1 21 + 6]
05 |B |r |-2i+475 |v,]|2i+3j

2 Clrs |Li+7] Vs | 2i + O]

.“ r4

5

| oY)

Figura 5. Gréfica de trayqectoria, vectores posicion y velocidad
a) Observa los vectores velocidad v,, v, v3 responde las siguientes preguntas:
i.  Sefala el origen de cada uno de los vectores
Vq
V2

V3

ii.  ¢Tienen la misma direccién?
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iii. ¢Tienen la misma longitud? Utiliza Geogebra para justificar tu
respuesta.

iv.  ¢Se parecen a la trayectoria dada por la curva y(x)?

v.  ¢Tocan al vector posicidn?, ;en cuantos puntos?

vi.  (El movil “luna” fue siempre a la misma velocidad? Justifica tu
respuesta.

Posteriormente se les solicita a los estudiantes involucrar el analisis anterior para poder
reafirmar las caracteristicas de los vectores velocidad utilizando ahora los vectores v, y vs.
Lo que se les pide es representarlos en el grafico y se les solicita que detallen el
procedimiento para la obtencion de dicho grafico. Esto con el objetivo de que describan las
técnicas producidas y seguidas para resolver la tarea vii. Para que puedan realizar esta tarea
se les proporciona el archivo de la figura 5.

vii. A partir de tu analisis anterior, podrias conocer:
1. el origen de los vectores v, y Vs:
2. su direccion:
3. su longitud:
b) Grafica los vectores velocidad v y v4. Sabiendo que v, = 2i — 2j y

vs = 2i - 4j. Describe detalladamente el procedimiento que seguiste.
Indicaciones: Abre el archivo llamado tarea 4b que esta en la carpeta de secuencia
didactica. Trabaja sobre la gréafica que se te proporciona para poder trazar los vectores
velocidad que se te solicitan.

En el inciso j se le pide al estudiante que determine el vector velocidad del movil en
diferentes tiempos, y se le dice que para calcular el vector velocidad considere que
v(t) = r'(t) . Es decir, se explicita que el vector velocidad corresponde a la derivada de
la funcién vectorial r(t). Lo anterior, con el objetivo de que los estudiantes puedan
calcular la velocidad para cualquier tiempo que les sea propuesto en diferentes
posiciones que alcance el movil.

Esta es la tarea propuesta:

h) Pepito estd interesado en conocer con qué velocidad se desplazo “luna” en los
tiempos t=-2, -1, 0.5, 2, 3, 4 y 5. Pepito pudo averiguar que la velocidad de una
trayectoria r(t) la siguiente manera: v(t) = r’(t). Completa la siguiente tabla:

t r(t) v(t)
-2
-1
0.5
2
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Analisis de la tarea 5
La tarea 5 es la siguiente:

Tarea b
Un mévil llamado “espejo humeante” tiene una trayectoria descrita en un plano por

r() = (x(@),y(®) = ((t? + 2)i + (t — 3)j, siendo x(t) y y(t) dos funciones paramétricas,
es decir en funcién del tiempo.

Para poder reconocer la expresion analitica de la funcion real (definida en R) de una curva
dada por ecuaciones paramétricas, seria deseable eliminar el parametro. En este caso, el
pardmetro es t, por lo que es necesario despejarlo en una de las ecuaciones dadas por x(t) o
por y(t) y sustituirlo en la otra —en la que no se despejo t-.

a) Tomando en cuenta la informacion anterior, expresa r(t) como una funcion de la forma
y(x), para lo cual es necesario eliminar el parametro t.

En la tarea 5 se proporciona a los estudiantes los elementos que permiten determinar la
trayectoria de un nuevo movil. Se presenta la funcidon vectorial de la forma r (t) =
(x(t),y(t)), que es la que describe la trayectoria del movil donde x(t) y y(t)son
funciones paramétricas cuya variable es el tiempo t. En el inciso a) se le propone a los
estudiantes expresar la funcion vectorial en forma real, explicitando la técnica que le
permite realizar dicha tarea y que consiste en eliminar el parametro t, despejando de una de
las ecuaciones el parametro y sustituyéndolo en la otra. El objetivo que se pretende alcanzar
dentro de esta tarea es que el estudiante mediante técnicas algebraicas puede expresar a
r(t) como y(x), es decir, expresar una funcion vectorial como una funcién real.

Esto le permitira al estudiante desarrollar la tarea del inciso b, donde se le pide que realice
el grafico de la trayectoria movil “espejo humeante”, de la siguiente manera:

b) Con la ayuda de Geogebra realiza la gréafica de la funcion real y(x) de la trayectoria r(t)
del movil “espejo humeante”.

Figura 7. Trayectoria r(t) del movil “espejo humeante”
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El estudiante deberd indagar sobre Geogebra, ya que no se le proporciona de manera
explicita las indicaciones para realizar el grafico. Asi que teniendo la expresion analitica de
y(x), debera producir la grafica.

En el inciso c, se pide determinar la posicion en la cual se encuentra el mévil “espejo
humeante” para diferentes valores de t. Para realizar esta tarea cuentan con la funcién
vectorial r(t) = (t? + 2)i+ (t — 3)j. Se les proporciona una tabla en la que aparecen
diferentes valores de t = -250, 0, 300, 720 y 1200, asi mismo el r(t) = x(t)i + y(t)j. Los
estudiantes deben de seguir una técnica basada en procedimientos algebraicos, sustituyendo
en cada ecuacion paramétrica x(t) y y(t) el pardmetro t. El objetivo de que los estudiantes
sustituyan el parametro es que ellos trabajen la representacion vectorial de la posicion del
movil respecto del tiempo y puedan tener una argumentacion para los cuestionamientos d)
y e), donde se tiene por objetivo que los estudiantes se den cuenta que la funcién vectorial
le permite encontrar la posicion del mévil “espejo humeante” para cualquier tiempo. Los
estudiantes podrian identificar que la funcion vectorial al estar expresada en relacion con el
tiempo, permitira que al variar dicho parametro se puede obtener la posicion
correspondiente. En esta tarea se hace explicito que r(t) es equivalente a y(x), las cuales
describen la trayectoria seguida por el moévil. Para encontrar la posicion del movil se
propone una técnica basada en un tratamiento vectorial. Aungue en esta tarea no se pide
ninguna reflexién sobre la conveniencia de hacer este tratamiento, todas las tareas
anteriores han ido proveyendo elementos para encontrar la posicion instantanea de un mavil
a través del vector posicion.

c) Determina la posicién de dicho mdvil para los siguientes tiempos dados en segundos:

Tiempo (f) 250 |0 300 720 1200

r(t) = x(O)i + y ()]

Tabla 1. Posicion del mdvil espejo humeante
d) ¢Podrias encontrar la posicion del movil para cualquier tiempo dado?
e) ¢Por qué si? O ¢Por qué no?
Continuando con el anélisis de la tarea 5:

Cuando se conoce la trayectoria r(t) de un mdvil, es posible realizar el calculo de la
velocidad de la siguiente manera: v(t) = r’(t)

f) Encuentra la velocidad para los siguientes tiempos:

Tiempo (f) | -250 0 300 720 1200

v(t)

Tabla 2. Velocidad del mévil espejo humeante

Se le dice al estudiante para realizar el calculo del vector velocidad considere que v (t) =
r’ (t). Es decir, que el vector velocidad corresponde a la derivada de la funcion vectorial
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r(t). Se le da una tabla donde le proponen diferentes valores de t y se le solicita al
estudiante que determine la velocidad que alcanza el mdvil para cada valor proporcionado.
Esto con el objetivo de que los estudiantes puedan calcular la velocidad para cualquier
tiempo que les sea propuesto en diferentes posiciones que alcance el movil.

En la tarea siguiente se le proporciona al estudiante la técnica para realizar el céalculo de la
aceleracion, proponiéndole asi que cuando se conoce la trayectoria de un movil expresada
de la forma r(t), la puede calcular de la siguiente manera a(t) = r”’(t). Se le proporciona
una tabla donde se le presentan diversos tiempos t, y realizando los calculos necesarios, le
permitird al estudiante obtener la aceleracion para diferentes tiempos.

La tarea a la cual hacemos referencia con lo anterior, es la siguiente:

Cuando se conoce la trayectoria r(t) de un mdvil, es posible realizar el calculo de la
aceleracion de la siguiente manera: a(t) = r”'(t)

g) Encuentra la aceleracion para los siguientes tiempos:

Tiempo (f) | -250 0 300 720 1200

a(t)

Tabla 3. Aceleracion del mdvil espejo humeante

En la tarea h, se le pide al estudiante realizar la grafica de la trayectoria del mévil “espejo
humeante” indicando cada uno de los elementos ya trabajados en las tareas anteriores,
vector posicion, vector velocidad y los vectores aceleracion en diferentes tiempos, t=-250,
0, 300, 720 y 1200. A partir de esta tarea los estudiantes reconoceran que el uso de
funciones vectoriales permite representar la trayectoria de un movil con ayuda de los
elementos ya mencionados.

Esta es la actividad h)

h) Realiza una grafica de la trayectoria que sigui6 el movil “espejo humeante” y marca los
vectores posicidn, los vectores velocidad y los vectores aceleracion para t= -250, 0, 300,
720y 1200. La tabla puede ayudarte. Utiliza Geogebra.

t r(t) v(t) a(t)
-250

300
720
1200
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4.4 Conclusion

En este capitulo se presentdé un analisis de la propuesta hecha por el profesor A que
permitié reconocer el uso de funciones vectoriales para el estudio de trayectorias como
posible contexto para el disefio de una secuencia didactica. El profesor A propone en su
actividad tres etapas y tres contextos diferentes para lograr en una secuencia didactica
construir/dar sentido al principio del método de la BSS. Para el desarrollo de la secuencia
de “Buscando trayectorias” s6lo se considerd la primera etapa propuesta por este profesor y
que tenia que ver con el estudio de una trayectoria. El analisis de su propuesta nos hizo
interesarnos en las funciones vectoriales y en como éstas son Utiles para analizar
trayectorias. Las nociones de vector posicion, vector velocidad y vector aceleracion nos
parece que en el estudio de trayectorias tienen un sentido.

Consideramos que el conjunto de tareas que componen esta secuencia permiten a quien la
enfrente generar una idea acerca de porqué los vectores resultan utiles en el estudio de las
trayectorias. Los vectores posicion teniendo el mismo origen van representando las
posiciones seguidas por un movil, es decir permiten un andlisis discreto (puntal) de la
trayectoria seguida por el movil e intuitivamente nos parece que uno puede asociarlo a
seguir el movimiento de un objeto con la vista. ES una manera de representar la trayectoria
y de poder analizarla que nos parece no se contrapone a la intuicion. Sin embargo, el paso
de la funcion vectorial a la funcién real nos parece que si resulta contra-intuitivo, pues no
es natural pensar que diferentes parametrizaciones pueden asociarse a la misma funcion real
y(x) que describe la trayectoria. Consideramos que ésta es una de las limitantes de esta
secuencia y creemos que en una nueva version diferentes parametrizaciones deberian ser
consideradas para mostrarlo.

El uso de Geogebra nos parece que favorece la visualizacién de los vectores posicion,
velocidad y aceleracion. Geogebra ofrece diferentes herramientas que permiten la
exploracion e incluso graficar la funcion y(x) desde las primeras tareas, pero esto nos
parece no ser un obstaculo para el desarrollo de la secuencia, pues las tareas mediante
diferentes preguntas van solicitando reflexion que puede ser producida a través de la
exploracién el programa.

Esta secuencia fue aplicada a un grupo de profesores con la intencion de probar su disefio,
el analisis se presenta en el siguiente capitulo.
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Capitulo V

Analisis de la aplicacion de la secuencia
didactica
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5 Analisis de la aplicacion de la secuencia didactica

5.1 Introduccion

La secuencia didactica “Buscando trayectorias” presentada en el capitulo anterior fue
aplicada a profesores que estudian la maestria en Matematica Educativa en el Centro de
Investigacion en Ciencia Aplicada y Tecnologia Avanzada del Instituto Politécnico
Nacional, CICATA-IPN. Mas precisamente, dicha secuencia fue propuesta como una
actividad del curso de Procesos de Institucionalizacion de la Matematica del primer
semestre 2012 - 2013. Es decir, los participantes de este curso son la generacion siguiente a
los que participaron en el curso donde se probé la metodologia para el disefio (propuesta en
la seccidn 3.1 de esta tesis).

El objetivo de solicitar que los estudiantes de la maestria, recordemos que todos son
profesores de matematicas en servicio, resolvieran esta secuencia fue probar su disefio. Es
decir, que tanto la forma de presentar las tareas como su organizacion permitieran a quienes
la realizan dar cuenta de que las ecuaciones paramétricas y las funciones vectoriales
permiten el estudio de trayectorias. Reconocemos que lo anterior es abordado de manera
local en nuestra secuencia ya que solo se considera un tipo particular de funciones
vectoriales que jamas se explicita como tal, sino que funciona como un elemento
tecnoldgico que fundamenta las técnicas empleadas.

En este mismo curso de procesos se solicitd a los estudiantes realizar un analisis de la
secuencia, identificando las praxeologias mixtas en juego. Dicha actividad no es objeto de
analisis en esta investigacion pero sera considerada para mejorar la secuencia, lo cual es
una perspectiva de este trabajo.

Para realizar el analisis de la secuencia resuelta por los estudiantes del curso de Proceso, se
eligieron cinco resoluciones. Los estudiantes elegidos han sido nombrados de la siguiente
manera: Jacinto, Juan, Julio, Jimena y Julieta. Las resoluciones seran analizadas por tareas,
teniendo como base el analisis presentado en el capitulo anterior. Es decir, se considerara
cada tarea, las técnicas empleadas evidenciadas por las figuras obtenidas, los elementos
tecnoldgicos explicitados en argumentaciones, comentarios, propuestas e incluso la
confrontacion de resultados entre las mismas tareas analizadas.

En este capitulo presentamos primeramente una breve descripcion del curso de procesos, el
lugar que ocupa la secuencia “Buscando trayectorias” en el mismo, el andlisis de las
resoluciones presentadas por cinco de los estudiantes en el curso y finalmente un analisis
global del disefio de la secuencia.

5.2 Breve descripcion del curso de procesos

El curso de Procesos de Institucionalizacion de la Matematica tiene por objetivo:
“Reflexionar sobre los procesos de institucionalizacion que se producen en la clase de
matematicas y analizar cbmo dichos procesos tienen lugar en actividades didacticas de
modelizacion matematica.” Para lograr este objetivo el curso tiene 5 actividades y la
primera de ellas consiste en que los estudiantes resuelvan la secuencia “Buscando
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trayectorias”, la segunda en que analicen las praxeologias matemadticas en juego; las
actividades 3, 4 y 5 estan disefiadas para que los estudiantes del curso disefien una actividad
didactica basada en modelizacion matematica. En la actividad 4 se les presenta la
metodologia para el disefio de este tipo de actividades y que fue presentada en el capitulo 3
de esta investigacion, asi como el contexto de la BSS también presentado en dicho capitulo.

El objetivo de que los estudiantes resuelvan la secuencia “Buscando trayectorias” en este
curso es que resuelvan una actividad parecida a ésta que ellos deben disefiar. Es decir, ellos
la resuelven primeramente para enfrentarse a tareas en contextos no matematicos, lo que les
permite reconocer los conocimientos necesarios para resolverla, tanto los disponibles como
los no disponibles. Reconocen por tanto las herramientas necesarias para resolver la
actividad, conocimientos sobre el programa Geogebra, uso de internet para investigar
acerca de las herramientas del programa o bien sobre ecuaciones paramétricas o estudio de
trayectorias. Asimismo, pueden reconocer el uso de programas computacionales como
Geogebra para el disefio de la secuencia y la experimentacion que este tipo de programas
permite y como puede aprovecharse para el disefio de la actividad de modelizacién que les
sera solicitada.

En el curso también se crearon espacios de discusion y de exposicion de dudas, foros, para
que los estudiantes puedan comunicar sus dudas y comentarios.

Las instrucciones para la resolucion de “Buscando trayectorias” se presentaron de la
siguiente manera:

Actividad 1
Debes resolver la secuencia “Buscando trayectorias” para lo cual serd necesario
utilizar el programa Geogebra.
Debes resolver cada tarea de la secuencia y entregar un archivo en formato pdf con
el nombre apellido.actividadl.
Recomendaciones para el desarrollo de la actividad:
e Descargar de la red el programa Geogebra (http://www.geogebra.org/cms/),
el cual es gratuito;
e Sequir las indicaciones del uso de Geogebra que aparecen en la secuencia
“Buscando trayectorias”;
e Detallar lo mas posible cada respuesta de la secuencia.

La dltima instruccion tiene por objetivo que los estudiantes expliciten y argumenten lo mas
detallado posible la manera en que procedieron para resolver las tareas de la secuencia.
Esto nos permitira en el analisis identificar los componentes de la tecnologia tanto teéricos
como préacticos. Estos Ultimos pueden estar asociados tanto al contexto de la actividad pero
sobre todo a aquellos que fueron utilizados para resolver las tareas de la secuencia.
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Presentamos a continuacion el analisis de las resoluciones hechas por los cinco estudiantes
del curso de Procesos.

5.3 Analisis de las resoluciones hechas por los estudiantes del curso de
procesos

Para presentar el analisis hemos considerado Util poner primeramente cada tarea y luego las
resoluciones hechas por los estudiantes. En muchas de las tareas los cinco estudiantes
procedieron de la misma manera, particularmente en la tarea 1 y 2, pues son las menos
abiertas. Por lo que en cada andlisis se presentara “la técnica” utilizada por varios
estudiantes y se presentaran las técnicas diferentes, analizando las razones de este uso a
través de los elementos tecnologicos que ellos hayan explicitado.

5.1.1 Analisis de la Tarea 1
La tarea 1 de la secuencia se presento de la siguiente manera:

Tareal

Pepito Creatividad es un ingeniero a quien se la ha solicitado encontrar la
trayectoria de un movil conocido como “luna”, las primeras informaciones que
recibe le indican que “luna” pasa por los siguientes puntos: A, B, C, D, E, F y G;
cuyas coordenadas son:

A = (-3.93, 0.92)
B = (-2.5, 3.93)
C =(0, 6.75)
D = (2.43, 6.49)
E = (4.5, 3.94)
F=(6,0.75)

Con ayuda de GEOGEBRA, localiza en el plano XY las coordenadas anteriores

En la solucién de dicha tarea, los cinco estudiantes obtuvieron la siguiente
gréfica:

Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda

. [N ~/ [¢o B -
[%7 -Ai /, [l Y el QJ, 5)7 -é; \ ABC|| 228
Vista Algebraica ~ % ) |Vista Grafica
= Objetos Libres 7.
-3 A={-3.93,0.93) C
3 B=(-25,393) D
5 C=(0,6.75)
--@ D=(243,6.49) 8
5 E=(45,3.04)
3 F=(6,0.75)
Objetos Dependientes

‘%' Desplaza Vista Grafica
Desplaza Vista Grafica o Ejes (Mayisculas + Desplazar)

57



En las cinco respuestas de los estudiantes considerados para este andlisis aparece la
siguiente figura:

Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Hemamientas Ventana Ayuda

A i iz Desplaza Vista Gréfica
kf LI i \ ] .\ Desplaza Vista Grfica o Eles (Mayisculas + Desplazar)
Vista Algebraica ~ =0 |Vista Grafica
= Objstos Libres :
& A=(:393,093) c
& B=(-253.93) o
3 c=(0,6.75)
© D=(243,6.49) P
 E=(45,3.94)
 F=(5,075)
Oujetos Dependientes

Figura 9 Grafica obtenida por los cinco estudiantes en la tarea 1.

Una de las estudiantes, Julieta, presentd una figura donde se muestra la trayectoria seguida
por “luna”, aunque esto no era pedido en la tarea.

Archie  Edita Vista Opeiones Herramientas Ventana Ayuda

a dados Cinco de sus Puntos E]
Cmcn nuntos de Ia ctnica &

=) omems Libres
(-3.93,092)
2 B= 1 2.5, 3.96)
5 C=(0,6.75)
3 D-(243,6.49)
-3 E=(45,3.94)
3 F=(6,075)
|0 Objetos Dependientes
3 €:304.38¢ + 1.32xy + 1.3y - 61041 + 1204.05y = 820351

@ Entrada = ¥|la | comando. v

Figura 10. Grafica obtenida por la estudiante Julieta en la tarea 1

Al ver este grafico nos parecié que la motivacion de Julieta podria estar relacionada con la
exploracion que realiz6 en Geogebra y al darse cuenta de que existen herramientas para
graficar la trayectoria a partir de los datos proporcionados la realiz6. Para conocer su
motivacion real se le contactd via correo electrénico, unos dias después de haber entregado
la secuencia, y su respuesta fue la siguiente:

Lo que pasa es que lei que a Pepito Creatividad se le solicitd encontrar la trayectoria del
movil luna y para ello se le dieron 6 puntos. Asi que mi razonamiento fue: si ya se le
proporcionaron los 6 puntos y se me pide que los localice los puntos en geogebra debe
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ser para obtener la trayectoria es decir la grafica para completar la tarea que se le solicito
al Ingeniero.

Lo que podemos ver en esta respuesta es que Julieta reconoce el objetivo general de las
tareas 1, 2 y 3, encontrar la trayectoria seguida por “luna”. Las herramientas de Geogebra le
permiten desde esta primera tarea encontrar dicha trayectoria, Julieta no realiza un analisis
de los elementos que le permiten asegurar que esta es la trayectoria buscada y considera
que la herramienta del programa es suficientemente confiable como para justificar su
validez. Es decir, no se interesa en conocer la unicidad de la trayectoria y esto puede
también deberse al tipo de tarea propuesto, la consigna no pide, ni sugiere considerar la
unicidad de la trayectoria.

Consideramos que para resolver esta tarea todos los estudiantes siguieron la técnica
expuesta en la guia del uso de Geogebra y esto puede ser confirmado por el hecho de que
todos llegan a obtener la figura solicitada. Una de las estudiantes, Jimena describe la
técnica utilizada de la siguiente manera:

a) Ya que se tiene el programa de Geogebra abierto, en la barra de herramientas se
pulsa con el mouse en el icono con la letra A, al mostrarse el submend correspondiente
se pulsa en la indicacion “Nuevo Punto”, como se muestra en la siguiente figura.

Figura 11. Grafica mostrada por la estudiante Jimena al realizar el primer paso en la tarea 1

b) En la barra de entrada que se encuentra en la parte de abajo se escribe la coordenada
que se desea graficar, como A= (-3.93, 0.92).
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Achio Edéa Vista_Opciones

MELE

£ Opetos Libres

o 092)
£ Obietos Depandisntes.

® Envaca B-(25,393) * ¥|lo ¥ comando v

Figura 12. Grafica mostrada por la estudiante Jimena al localizar los puntos en la tarea 1

Consideramos que el objetivo de esta tarea se cumple, pues permite que los estudiantes se
familiaricen tanto con el contexto de la secuencia como con el uso de Geogebra. En el
plano didactico esta tarea es cerrada y la técnica esta dada por lo que no puede ser objeto de
un analisis mas profundo.

5.1.2 Analisis de la Tarea 2
Considerando la tarea 2:

Tarea 2
Para determinar la trayectoria del movil “luna” Pepito Creatividad decide trazar el
vector posicion para cada uno de los puntos.

5]

Figura 2. Vector posicién ro

En la figura 2 se ha trazado el vector posicién ry correspondiente al punto A, cuyas
coordenadas son (-3.93, 0.92).

Con ayuda de Geogebra traza los vectores posicion r, para cada uno de los puntos
localizados anteriormente, donde r0 estara asociado al punto A, r; estara asociado al
punto B, r, al punto C y asi sucesivamente.




Al igual que en la tarea anterior, consideramos que al proporcionar una guia de uso de
Geogebra, permitio que los estudiantes no tuvieran complicacion para la obtencion de la
figura pedida. Los cinco estudiantes la propusieron de la siguiente manera:

Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda
A . [N ') 4 X aez Elige y Mueve
[ . /_ (L) ®_ o) DN '{"T Arrastra o selecciona ebjetos (Esc)
Vista Algebraica > &% |Vista Grafica
= Objetos Libres 7
2 A=1(-393,0.92) c
7 B-(-25,3.93) 1 o
> 6.75)
3, 6.49) Ll
3 E=(45,3.94)
3 F=(6,0.75)
= Objetos Dependientes
G=(0, 5
o= ~3.03 )
0.92
f _25 B E
1=
. ( 3.93 )
4 2 (]
0
2=
" ( 6.75 ) 2
[ 2.43
3=
( 6.4 ) "
) 2
su=(55)
(6
5=
r ( 0.75 ) A 1

Figura 13. Gréfica obtenida por lo cinco estudiantes en la tarea 2

Estas dos tareas 1 y 2 son introductorias en la secuencia y constituyen la base para
introducir el vector desplazamiento o posicion a partir de su representacion geométrica.
Hasta ahora ningun analisis es solicitado y los elementos tecnolégicos no figuran todavia.

5.1.3 Analisis de la Tarea 3
Continuando con la tarea 3:

Tarea 3
El ingeniero recibe una nueva figura (Figura 3), donde se muestran mas
puntos por las cuales pasé el mévil “luna”.

“ 1
° F

o U
5 45 4 @35 3 25 2 15 1 06 o 08 1 16 2 25 3 35 4 45 & 55 8 @A

.

Figura 3. Puntos por donde pasa el maévil luna

a) Utilizando la Figura 3 traza el vector posicion para cada uno de los
puntosa, b,c,d,eyf.

b) Al trazar los vectores posicion de los puntos A, B, C, D, E y F (Figura
2) y de los puntos a, b, c, d, e y f (Figura 3). ¢;Podrias generar una grafica
de la trayectoria que sigui6 “luna”?

c) ¢Podrias decir con certeza que la trayectoria que encuentras en el
inciso anterior es la que sigui6 el movil luna?

¢Por qué si?

¢Por qué no?




d) Pepito esta interesado en conocer la posiciones que ha seguido “luna” pero
esta vez con respecto al tiempo. Consideremos que en esta trayectoria cada
punto es de la forma P(x(t),y(t)) donde x(t) = 2t - 3. Para conocer el
tiempo de las posiciones conocidas (A, B, C, D, E, F, a, b, ¢, d, e y 1).
Completa la siguiente tabla:

Punto | x(t) | y() | x(t) =2t — 3 | t
A -3.93 | 0.92
a
B -25 | 3.93
b
C 0 6.75
C
D 243 | 6.49
d
E 45 | 3.94
e
F 6 0.75
f

e) Pepito sigue estudiando la trayectoria que siguid “luna” y ahora desea
conocer cuales son las posiciones de dicho maévil en los siguientes tiempos,
t=-2, -1, 0.5, 2, 3, 4 y 5. Para lograrlo Pepito primeramente averigua que la
posicion r(t) esta dada por r(t)= x(t)i +y(t)j.

t x(t)=2t-3 y(t) =3+ 4t-t° | rt)= x(D)i +y(b)]
-2

-1
05 |-2 4.75 -2i+4.75]

2

3

4

5

f) Pepito quiere conocer con qué velocidad se desplazd “luna” en los tiempos
t=-2, -1, 0.5, 2, 3, 4 y 5. Conociendo la trayectoria r(t) de un movil, es posible
realizar el célculo de la velocidad de la siguiente manera: v(t) = r’(t).
Completa la siguiente tabla:

t r(t)
-2
-1
0.5

v(t)

gl w|N




Analicemos cada uno de los cuestionamientos:

Analisis del inciso a)
De acuerdo al inciso a, Jimena y Julieta, dos de los cinco estudiantes producen la siguiente
figura:

Elige y Mueve @
Arastrar o seleccionar objetos (Esc) e

4 7{c

> .96) '3C

2 C=(0,6.75) u
J D=(243,6.49)
J E=(4.5,3.94) o
J F=(6,075)

i3 Objetos Dependientes
5 6=(0,0)
5 10=(-3.93,0.92)
5 r1=(-25,3.96) &
2 12=(0,6.75) a
7 13=(243,6.49)
5 14=(45,3.94) P
2 15=(6,0.75) 3

@ Entrada: ||= v||a v comando v

Figura 14. Grafica obtenida por las estudiantes Jimena y Julieta en la tarea 3

Donde sélo ubican los vectores posicion de los puntos a, b, ¢, d, e y f, tal como se pide en el
inciso. El resto de los cinco estudiantes, Jacinto, Julia y Juan, al realizar la figura ubicaron
los puntos que se ya se habian generado A, B, C, D, E y F e incluyeron los nuevos puntos a,
b, c, d, e y f, obteniendo asi la siguiente figura:

Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayu

Ayuda

A . [N 4‘_ \-— azz Elige y Mueve

Saliraatiy g ) @_ O_‘ DNt %‘T Arrastra o seleceiona objetos (Esc)
c

Vista Algebraica v % [Vista Gréfica

_ 6
,.5,(”5) |

Figura 15. Grafica de los estudiantes Jacinto, Julia y Juan obtenida en la tarea 3

Suponemos que lo que motivo a estos tres estudiantes para obtener dicha figura, fue el
observar la figura que se muestra en las indicaciones que se dan en la tarea 3. Donde se
ubican todos los datos: A, B, C, D, E, F, a, b, ¢, d, e y f. Esta configuracion permite tener
mas vectores desplazamiento o posicion de la trayectoria y poder generar una primera
gréfica de la misma. Por supuesto, esto conlleva que los estudiantes consideren que ésta es
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continua lo cual no se ha declarado ni hay elementos para afirmarlo o negarlo. En la
secuencia el objetivo es que los estudiantes puedan ver que los vectores posicion permiten,
en cierta medida, describir la trayectoria y sobre todo poder estudiarla de manera puntual.
Anélisis de los incisos b) y c)

En esta tarea se solicita explicitamente un primer dibujo de la trayectoria, se espera que los
estudiantes analicen el inciso anterior y puedan dar su argumentacion de si se podria
generar 0 no la trayectoria del mdvil. Julia y Juan no contestaron la actividad solicitada.
Jacinto comenta que realizd dos figuras. La primera representa la union de puntos por
medio de lineas rectas y argumenta que “aparentemente” se trata de una parabola. La figura
que obtuvo fue la siguiente:

Archivo Edita Vista Apariencias Opciones Herramientas Ventana Ayuda
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Figura 16. Grafica obtenida por Jacinto en la tarea 3 b) obtenida mediante la unién de puntos por lineas rectas.

Podemos ver que Jacinto sigue la consigna de la actividad, dibujar una primera trayectoria a
partir de los vectores posicion conocidos y graficados. En su técnica Jacinto utiliza las
herramientas de Geogebra que le permiten generar esta primera trayectoria y se podria
corresponder a un dibujo a mano alzada en lapiz y papel. La segunda figura propuesta por
Jacinto es producida utilizando el comando “Coénica dado 5 de sus puntos” y por tanto logra
hacer una figura méas exacta de la trayectoria del movil y sefala “...los puntos se ajustan
muy bien a una parabola”. Tomando las respuestas de Jimena, ella realiza un estudio
analitico donde supone que la trayectoria del mévil “luna” es tiro parabdlico. Por lo que
justifica su analisis mediante las caracteristicas percibidas y considera lo siguiente:

[}

“[...] Partiendo de esta idea, consideramos el eje horizontal “x” y el eje vertical “y”, en
donde en “x” tenemos un movimiento rectilineo uniforme (no hay fuerza, la aceleracion
a=0), y el eje “y” representa a un movimiento rectilineo uniformemente acelerado,
considerando que el peso es constante, el mévil se ve sometido a la fuerza de gravedad
en cuyo caso, la aceleracion a = g = —9.81 m/s, el signo indica que atrae al movil
hacia abajo.”
Considera las ecuaciones de tiro parabolico. Menciona que se utilizan dos ecuaciones
x(t) y y(t), que estan dadas en funcion del tiempo. Realiza la eliminacion de parametro
para encontrar y en funcion de x y le pueda dar la ecuacion que describe la trayectoria del
movil.

64



Al realizar los célculos correspondientes grafica con Geogebra la ecuacién obtenida y se
percata que efectivamente los puntos A, B, C, D, E, F, a, b, ¢, d, e y f pertenecen a la
trayectoria obtenida.

La forma en la cual grafica dicha ecuacion con ayuda de Geogebra es colocando en el
espacio de entrada la ecuacion obtenida. La figura es la siguiente

% Alll 1 & e < \\- 2| | Vector entre Dos Puntos D
o B | S [N o] Marcar punto inicial y luego el final
x 85 1
s
78

23 Obijetos Libres
5 A=(393,092)
5 B=(25,3.93)
5 C=(0,6.75)
3 D=(243,6.49)
3 E=(45,394)
5 F=(6,0.75)

2 1=(6.25,0)

5 9,y =-0.25x+ 0.5x + 6.75
3 Objetos Dependientes

2 6=(0,0)

29=(53)

2 h=(6.25,0)

2 i=(-3.93,0.92)

3 j=(-25,393)

3 k=(0,6.75)

3 1=(243,6.49)

2 m=(45,3.94)

2 n=(6,075)

5 U, =(3,3)

5 ¥,=(1,6)

5wy S e I Es T we A g0 w811 87 553 9514 w58 wETe\es 7 T Te
2 1=(3,6)

@ Entrada: |y=0.25x42+0.5x+6.75 = v|la ¥/ Comando v

Figura 17. Gréfica obtenida por Julieta en la tarea 3 b)

Julieta utiliza el comando “cénica dado 5 de los puntos” y genera la figura. Afirma que
obtuvo una parabola que se ajusta a los puntos solicitados. Comenta que la ecuacion que
describe la trayectoria es x?—2x+4y =27 propone su ecuacién canonica

2
(x-1) =-4(y-7) y una tabla utilizando Excel para comprobar que efectivamente los
puntos proporcionados pueden forman parte de la funcién y(x). La tabla es la siguiente:

(x — 1)
x del punto original | Y = T4 + 7 | Punto obtenido de la ecuacién | Punto original
-3.93 0.923775 (-3.93, 0.923775) A (-3.93,0.92)
-2.5 3.9375 (-2.5, 3.9375) B (-2.5, 3.93)
0 6.75 (0, 6.75) C (0, 6.75)
2.43 6.488775 (2.43, 6.488775) D (2.43, 6.49)
4.5 3.9375 (4.5, 3.9375) E (4.5, 3.94)
6 0.75 (6, 0.75) F (6, 0.75)
-3 3 (-3,3) a (-3, 3)
-1 6 (-1, 6) b (-1, 6)
1 7 (1,7) c(1,7)
3 6 (3, 6) d (3, 6)
5 3 (5,3) e(5,3)
6.29 0.003975 (6.29, 0.003925) f (6.29, 0)

En la columna 3 y columna 4 se observa la comprobacién que Julieta realizo.
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Otro de los estudiantes, Juan, determina que no puede decir con certeza que la supuesta
trayectoria a partir de la figura mostrada es la que siguido el mdvil. Lo justifica
argumentando que existen varias trayectorias que pueden pasar los puntos, como una linea
recta, una curva, etc. El resto de los estudiantes coinciden en la respuesta afirmativa, es
decir, si podrian decir con certeza que la trayectoria anterior propuesta es la que siguio el
movil, utilizando diferentes justificaciones.

Por ejemplo, Jacinto realiza el estudio sobre la parébola de la siguiente manera:
Una parabala que abre sobre el eje "y" tiene la forma
y=ax’ +bx+c
Observando la grafica y seleccionando tres puntos de la aparente parabola podemos hallar los coeficientes a, b y ¢ de la ecuacidn.

Tomamos tres puntos y los reemplazamos en la ecuacion: p, (—3.3). p,(1.7). p.(5.3)
a’ +bx+ec=y

(=3 a+(=3)b+ec=3 9a—3b+c=3
(Pa+(Db+re=7 |:> a+bic=7

(3Va+(5)b+c=3 25a+5b+c=3
Al resolver estas tres ecuaciones tenemos que los valores de los coeficientes son:

1
a=-—

. sy . - ¥ ox 27
Asi la ecuacién de la parabola queda de la siguiente manera ,V:—T-*—?-PT

Jacinto utiliza la ecuacion general de una parabola, este elemento tecnoldgico le permite
hacer un estudio de la gréfica obtenida, para lo cual sustituye tres puntos conocidos en la
ecuacion general y encuentra la ecuacion de la parabola que describe la trayectoria de
“luna”. Finalmente, Jacinto se apoya de Excel para obtener una tabla donde comprueba que
los puntos utilizados en un inicio de la actividad pertenecen a la ecuacion encontrada.
Utiliza elementos algebraicos para la obtencion de la ecuacion. Dicha tabla es:

A A B C D E F
1 puntos X Y

2 A -3.93| 0.92 _x2 ¥ 27
3B -2.5| 394 V= 4 — 4
4 C 0| 6.75 4 2 4
5 |D 243 649

6 |E 4.5 3.94

7 |F 6] 0.75

8 |a -3| 3.00

9 |b -1 6.00

10 [c 1| 7.00

11 d 6.00

12 e 5| 3.00

13 6.35| -0.16

Figura 18. Tabla de valores obtenida por Jacinto con ayuda de Excel

Jimena argumenta que la informacion proporcionada son los vectores posicion y éstos
permiten describir la posicion del movil sobre su trayectoria. Es decir, reconoce que los
vectores permiten reconocer puntos de la trayectoria pero no la trayectoria misma.
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La técnica que propone Julia es convertir los puntos propuestos a coordenadas polares para
saber la magnitud y los grados correspondientes a cada uno de los vectores que se tienen,
pero no justifica como esta informacion podria ayudar a conocer con certeza la trayectoria
del mavil. Ella muestra la siguiente figura:

1c = (7.04; 83.88°%)

C=(6.75; 98" D = (6.93; 69.47°)

d = (6.71; 63.43°)

B = (4.66; 122.46°) 1 E = (5.98; 41.2°)

e = (5.62; 32.28°)

A = (4.04; 166.82°) F = (6.05; 7.13°)

Figura 19. Grafica obtenida por Julia convirtiendo los puntos propuestos a coordenadas polares

Julieta, otra de las estudiantes, argumenta que al sustituir los puntos dados en la ecuacion
obtenida observa que cuatro puntos difieren por centésimas en el resultado pero el resto se
ajusta en su totalidad a lo esperado. (Recordemos que esta estudiante obtuvo en la tarea
anterior la ecuacion candnica de la trayectoria de los puntos dados).

Anélisis del inciso d)
La tarea propuesta en este inciso, completar la tabla y particularmente las columnas 4 y 5,

x(t) = 2t — 3 y t, respectivamente, tiene por objetivo que el estudiante pueda comprobar
que en efecto x, la primera coordenada esta dada por la ecuacion paramétrica x(t). Las
técnicas utilizadas en esta tarea por los estudiantes Jacinto, Jimena y Juan, fueron
semejantes, realizaron un despeje de t, para obtener los valores de la Gltima columna y al
sustituir el valor encontrado en la tercera columna comprobaban que coincide con el valor
de x(t) dado en la segunda columna. Los estudiantes Julia y Julieta, s6lo mostraron la tabla
de resultado sin mostrar la técnica empleada para la obtencion de los datos, pero podemos
suponer que es la misma seguida por los otros tres estudiantes. Los valores obtenidos en la
tabla fueron los siguientes:

Punto | x(t) | y(t) | x(t) = 2t — 3 t
A |-393] 092 -3.93 -0.465
a -3 3 -3 0
B -2.5 | 3.93 -2.5 0.25
b -1 6 -1 1
C 0 6.75 0 1.5
C 1 7 1 2
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D 243 | 6.49 2.43 2.715
d 3 6 3 3
E 45 | 3.94 4.5 3.75
e 5 3 5 4
F 6 0.75 6 4.5
f 6.35 | -0.16 6.35 4.675

Analisis del inciso d)
Continuando con el analisis de las tareas, en el inciso e se les pide que se encuentren las

posiciones en las cuales se encuentra el mévil en diferentes tiempos, y se les proporcionan
las ecuaciones paramétricas de x(t) y y(t). Dentro de esta tarea, lo que realizan los
estudiantes es la sustitucion en las ecuaciones proporcionadas y la obtencién de la forma
r(t) = x(t)i + y(t)j para cada tiempo propuesto; lo que varia es la forma de presentar la
tabla y la técnica utilizada para obtenerla.

Jacinto utiliza Excel para realizar las sustituciones correspondientes, mostrando la siguiente
tabla de valores:

t it LR ¢ rlt)= x{e)i +y(t) Las celdas en azul son las que inicialmente estaban vacias y
2 |7 -9 -7i-9j las celdas de color blanco son las que contenian los valores
-1 -5 -2 -5i-2j iniciales
0.5 |2 4.75 -2i+4.75 .

Para llenar la tabla tome los valores de t de la primera
2 b 7 =2t columna y los remplace en x(t)=2t -3 yen y(t) =3 + 4t - t ¥
3 3 6 3i+6j con ayuda de Excel halle los respectivos valores de x(t) y y(t),
4 5 3 5i+3j estos valores son las coordenadas del vector posicién
5 7 -2 7i-2j r(t)=x(t)i+y(t)] que también complete.

Figura 20. Datos obtenidos por Jacinto en la tarea 3 en el inciso d

Como podemos ver Jacinto produce una descripcion de la técnica empleada. Jimena
explicita la técnica en la tabla misma, como se muestra a continuacion:

Punto | x(t) | y(o) x(t) = 2t — 3 t =(x+3)/2
A |-3.93]0.92 | X(-0.465)=2(-0.465)-3=-3.93 | t= (-3.93+3)/2= -0.465
a 3 | 3 X(-3)= 2(-3)-3=-3 0
B | 25 | 393 | X(-25)=2(-25)-3=-25 0.25
b 1 | 6 X(-1D)= 2(-1)-3=-1 1
C 0 |675 X(0)= 2(0)-3=0 15
c 1 | 7 X(1)= 2(1)-3=1 2
D | 243 | 6.49 | X(2.43)= 2(2.43)-3=2.43 2.715
d 3 | 6 X(3)= 2(3)-3=3 3
E | 45 | 3.9 X(4.5)= 2(4.5)-3=4.5 3.75
e 5 | 3 X(5)= 2(5)-3=5 4
F 6 |0.75 X(6)= 2(6)-3=6 45
f [625] 0 X(6.25)= 2(6.25)-3=6.25 4.625
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Juan por su parte muestra la tabla con los valores obtenidos y después argumenta su técnica
para obtener dichos valores, ésta consistio en evaluar los datos de “t” para obtener x(t) y
y(t). Finalmente comenta que obtiene a r(t) sumando las componente de x(t) y y(t). Los
estudiantes Julio y Julieta s6lo muestran la tabla con los valores obtenidos sin proporcionar
ninguna justificacion.

Analisis del inciso f)

Analizando la siguiente tarea, inciso f, se les solicita que obtengan la velocidad que alcanza
el movil en diferentes tiempos, por lo que deberan encontrar los valores obtenidos en la
tabla propuesta. Los estudiantes Jimena, Julia, Juan y Julieta encontraron la derivada de
r(t), tal como se propone y posteriormente presentaron la tabla con los valores solicitados
de la siguiente manera:

t r(t) v(t)
-2 -7i-9j 2i+8j
-1 -5i-2j 2i+6j

0.5 -2i+4.75j 2i+3j

2 i+7j 2i+0j
3 3i+6j 2i-2j
4 5i+3j 2i-4j
5 7i-2j 2i-6j

El estudiante Jacinto, mostré el célculo de la derivada pero incluy6 el estudio del modulo
de r(t), es decir, argument6 que auxiliandose del teorema de Pitagoras y con la siguiente
ecuacion |V| =./Vi2z +Vj?2, puede calcular el valor de la velocidad. Anex6 una columna
mas obteniendo asi la siguiente tabla de valores:

t r(t) V() V|
2 -7i-9j 2i+8] 8.25
1 5i-2j 2i+6j 6.32
05 2i+4.75] | 2i+3j 3.61

2 i+7] 2i+0j 2.00

3 3i+6] 2i-2] 2.83
4 5i+3] 2i-4j 4.47

5 7i-2] 2i-6j 6.32
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5.1.4 Analisis de la Tarea 4
Continuando con nuestro analisis:

Tarea4

Un moévil llamado “espejo humeante” tiene una trayectoria descrita en un plano
por r(t), con la siguiente forma r(t) = f(t)i + g(t)j =< f(t),g (t) >
siendo f(t) y g(t) dos funciones paramétricas, es decir, estan en funcion del
tiempo. Para poder reconocer la expresion analitica de la funcion real (definida
en R) de una curva dada por ecuaciones paramétricas, seria deseable eliminar el
parametro. En este caso, el parametro es t, por lo que es necesario despejarlo en
una ecuacion y sustituirlo en la otra.

a) Si x(t) = t?2 + 2tyy(t) = t —3 tomando en cuenta la informacion
anterior, elimina el parametro t.

b) Con la ayuda de Geogebra realiza la gréafica de la funcién real de la
trayectoria r(t) del movil “espejo humeante”.

Si la trayectoria del movil “espejo humeante” esta descrita por: r(t) = (t? +
2t)i+ (t —3)j

c) Determina la posicion de dicho mdvil para los siguientes tiempos dados en
segundos:

Tiempo () | -250 0 300 720 1200

r(t)

Tabla 1. Posicion del mdvil espejo humeante

d) ¢Podrias encontrar la posicion del movil para cualquier tiempo dado? ¢Por
qué si? O ¢Por qué no?

Cuando se conoce la trayectoria r(t) de un movil, es posible realizar el calculo
de la velocidad de la siguiente manera: v(t) = r’(t)

f) Encuentra la velocidad para los siguientes tiempos:

Tiempo () | -250 0 300 720 1200

v(t)

Tabla 2. Velocidad del mdvil espejo humeante

Cuando se conoce la trayectoria r(t) de un movil, es posible realizar el célculo
de la aceleracion de la siguiente manera: a(t) = v'(t) = r’(t)

g) Encuentra la aceleracion para los siguientes tiempos:
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Tiempo (t) | -250 0 300 720 1200
a(t)

Tabla 3. Aceleracion del movil espejo humeante

h) Realiza una gréfica de la trayectoria que sigui6 el movil “espejo humeante” y
marca los vectores posicion, los vectores velocidad y los vectores aceleracion
para t= -250, 0, 300, 720 y 1200.

Comenzamos con la actividad a, de la tarea 4, en ella deben desarrollar la eliminacion del
parametro t, por lo que se les propone que lo despejen de una ecuacién y que lo sustituyan
en la otra que no ocuparon. Es decir, la técnica que debe ser empleada se explicita en la
misma descripcion de la tarea. Asi tenemos que los estudiantes Jacinto y Julieta obtuvieron

y=t+Vx+1-4

Mientras que el resto de los estudiantes, Jimena, Julia y Juan obtuvieron
x=vy%2+8y+15

y de manera explicita Julia, la expresé de la siguiente manera y2 —x + 8y + 15 =0

Estas respuestas se dieron debido a que en el primer caso, los estudiantes Jacinto y Julieta
expresaron a y en funcion de x, y los estudiantes Jimena, Julia y Juan a x en funcion de y.
De acuerdo al inciso b, deben realizar la grafica correspondiente a la trayectoria del movil,
con ayuda de Geogebra.

Los cinco estudiantes obtuvieron el siguiente grafico:

Vista Algebraica *.d. x |Vista Grafica
= Objetos Libres
2 f(x) = Vx+1-4
L0 gx) = —vxtL—4
Objetos D

Jacinto,
Figura 21. Grafica obtenida por los cinco estudiantes en la tarea 4
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compartio lo siguiente:

Otra forma de graficar la trayectoria es hacer uso de las ecuaciones paramétricas que describen
la posicion del movil. Para hacer la grafica usando las ecuaciones paramétricas:

1. Definimos el pardmetro t con el comando deslizador, este parametro t es un namero real.

2 Escribimos en el campo de entrada el vector posicion del movil, el punto generado lo
renombramos con el nombre de "mdvil" y en las opciones le activamos la opcién de mostrar
el rastro

il Pag
3 Desde el punto de referencia (0,0) y con el boton =~
punto llamado "mévil".

] generamos un vector hacia el

4 Deslizamos a t (deslizador) y de esta forma el vector posicion cambiara de acuerdo al valor
tomado por el pardmetro t y se mostrara el rastro dejado por el movil, este rastro es la
trayectoria.

Por lo que el gréafico obtenido es:

= Objetos Libres y t=1

@ t=1 —_—
= Objetos Dependientes
i@ A=(0,0)

@ Posicion = [ _3) 4
: \ -2 )

L% movil=(3, 2)

o)A —
2 pdeicion * [ g e — 16 18 20 = 24 28
mMovil
2
<
B\
8

Figura 22. Grafica obtenida por Jacinto en la tarea 4

El analisis que propone Jimena es similar al anterior pero lo hace de una manera mas
detallada con respecto a Geogebra:

a) Debemos generar un deslizador que es el parametro “t”. En la barra de herramientas

elegimos el penultimo icono y del subment que aparece elegimos deslizador, como se
muestra en la siguiente imagen:
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Archivo Eda Vista Opoiones Hemamientas Ventana Ayuda

D WDT B IEAN =|

2 Objetos Livves
53 Objetos Dependier

Deslizador
Clic en Vista Grifica donde Ird el Deslzador »

(]

1% Casilla de Control para Ocultar Obetos

ABC Inserta Texo

Se i
5§ inserta imagen

?
2 b Relacién entre Dos Objetos

3

Figura 23. Grafica que propone Jimena de forma mas detallada con Geogebra

b) En la pantalla aparece un recuadro en donde debemos escribir la informacion de los
valores minimo y maximo que deseemos.

Achivo EGta Vista OpcionesHerram Ventana Awca
. | i s G dboe ko Destacer -
£ Objetos
) Cbiotos Depencienis
° 0
@O Nimero  NombrE
O Anguio t @ v
Intervalo | Deslizador | Animacién
min: |-5 max 10 Incremento: |0.1
piica | [ Cancetar |

)

Figura 24 Grafica realizada por Jimena de una manera mas detallada con Geogebra

c) En la pantalla (vista grafica) aparece una recta con el parametro “t”, colocamos el
mouse o cursor sobre el punto “t” y pulsamos el mouse con el boton derecho en donde
aparece un mend, de éste elegimos la opcion propiedades, y de éste submenl elegimos
deslizador.

Achivo Edta Vista Opciones Herramieatas Vertan:

mguuuLwaqmmwwm

33

Animacién

Figura 25. Gréfica realizada de una manera mas detallada con Geogeb?é hecha Jimena en la tarea 4 b)
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d) En la barra de entrada escribimos Curva[expresion de x, expresion de y, el nombre
del cambio de variable, valor inicial, valor final] que en nuestro caso seria CurvaJu? +
2u,u -3,u,-10,t ], y nos grafica la siguiente curva:

Figura 26. Grafica de Jimena donde obtuvo la curva en la tarea 4 b)

Graficando tanto la curva paramétrica r(t), como la funcion sin el parametro (funcion
real) la gréfica que se obtiene es la misma.

& GeoGebra - Actividad1_4b.geb

xa2x
o) =x-3
s t=10
£ Objetos Dependientes
3 a(u) = (fu), glu))

&9 Eotrana o wila Wl rnmandn -

Figura 27 Grafica que realizo Jimena en la tarea 4 b)

Podemos darnos cuenta que utilizando Geogebra se pueden seguir diferentes técnicas pero
llegando a la misma solucion. Esta tarea no pide un anlisis sobre las dos diferentes
técnicas, eliminar el parametro en x o en y, con el objetivo de mostrar que se llega a la
misma trayectoria, las diferentes técnicas empleadas lo muestran. Por lo que consideramos
que en un grupo de estudiantes universitarios convendria pedir la resolucion de la secuencia
en equipos y después tener un espacio de puesta comdn lo que permitiria tener esta
discusion/debate y generar este elemento tecnologico antes descrito.

Analisis del inciso c), tarea 4
Continuando con el andlisis del inciso ¢ de la tarea 4. Se les solicita que determinen la
posicion del maovil descrita por r(t) dados los diferentes tiempos.

Los estudiantes Jacinto, Jimena, Julia y Juan obtuvieron los siguientes datos:
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Tiempo () | -250 0 300 720 1200
r() | 62000i-253j | 0i-3j | 90600i+297] | 519840i+717j | 1442400i+1197]

Figura 28. Tabla de valores que obtiene Jacinto, Jimena, Julia y Juan en el inciso c de la tarea 4

En cambio Julieta sefiala que para t=-250, r(t) no existe, no genera ninguna argumentacion
sino hasta la siguiente tarea.

Analisis del inciso d), tarea 4
Continuando con el cuestionamiento del inciso d, estos son los estudiantes quienes dan una
respuesta afirmativa argumentando lo siguiente:

Jacinto sefala, “Si podria, ya que no hay una restriccion en las ecuaciones”. Complementa
diciendo que:

De la ecuacion se determina que "X" tiene que ser mayor o igual a -1, pero teniendo en
cuenta que "x = t? + 2t" se cumple que para cualquier valor de "t" el valor de "x"
siempre sera mayor o igual a -1, en la figura 7 se evidencia que t? + 2¢>-1, para todo
valor de t. Muestra la siguiente figura:

(—1.-1)

Figura 29. Grafica que obtiene Jacinto al realizar el andlisis de la tarea 4 en el inciso d

Jimena comenta: “Si, porque ya se cuenta con la ecuacion que describe la trayectoria del
movil, simplemente se realiza la sustitucion de t en la ecuacion”. Mientras que Julia sefiala,
“Si, mientras los valores buscados estan dentro de los rangos establecidos por la grafica”.
Por su lado, los estudiantes Juan y Julieta, argumentan lo siguiente:

Juan: No porque no se sabe si el objeto viaja para cualquier tiempo t € R, sin embargo el
si realiza el célculo del tiempo negativo en la tabla propuesta.

Julieta: No podria, por que r(t) solo esta definido a partir de -1, ademas de los tiempos
no pueden ser negativos, asi que solo se podria evaluar a partir de t = 0.

Continuando con el inciso f tenemos:

Los estudiantes Jimena, Julia, Juan y Julieta llegan a la misma tabla de valores:
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-250 0
-498i+j 2i+j

300
602i+]

720
1442i+j

1200
2402i+]

Tiempo (t)
v(t)

Siendo Julieta quien omite el primer céalculo, donde t= -250.

En esta tarea Jacinto vuelve a utilizar el concepto de médulo para el calculo de la velocidad
y anexa una fila con el dato correspondiente para los datos propuestos:

Tiempo () | -250 0 300 720 1200
v(0) -498i+] 24 602i+j 1442i+j 2402i+j
lv] 498.001004 | 2.23606798 | 602.000831 | 1442.00035 | 2402.00021

Pasando al inciso g, se les solicita a los estudiantes que calculen la aceleracion para
diferentes tiempos, y se les propone que lo calculen de la forma a(t) = v'(t) =
r”’(t). Por lo que los estudiantes Jimena, Juan y Julieta nuevamente coinciden con la tabla
de valores:

-250 | 0
2i

300
2i

720
2i

1200
2i

Tiempo (t)
a(t)

Jacinto propone el uso del mddulo, pero ahora para la aceleracién de la siguiente manera:

la| = faxz + ay?. El es el Gnico que analiza y comenta que al realizar r”’(t) obtiene que el

valor de la aceleracion es constante y so6lo tiene una componente en la direccion i con
magnitud 2. Por lo que su tabla de valores obtenidos queda de la siguiente forma:

Tiempo (t) | 250 | 0 | 300 | 720 | 1200
a(t) | 2i+0j | 2i+0j | 2i+0j | 2i+0j | 2i+0]
la| 2 2 2 2 2

En cambio Julia, obtuvo una tabla con valores diferentes. No se puede detectar cual fue la
razén que la llevo a presentar como unico resultado 2i + 1j, ademas no presenta ninguna
argumentacion. La tabla obtenida por el estudiante es:

-250 0
2i+1j | 2i+1j

300
2i+1j

720
2i+1j

1200
2i+1j

Tiempo (1)
a(t)

Analizando el altimo inciso de la actividad 4, se les pide que realicen la grafica de la
trayectoria que siguié el movil espejo humeante marcando los vectores posicion, los
vectores aceleracion, vectores velocidad para diferentes tiempos, t = -250, 0, 300, 720 y
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1200. Los estudiantes Jacinto y Jimena, proponen una tabla donde se concentran los datos
que se solicitan en la gréafica. La tabla de valores es:

Tiempo (t) -250 0 300 720 1200
r(£) | (62000,-253) | (0,-3) | (90600,297) | (519840,717) | (1442400,1197)
v(t) (498,1) | (2.1) | (602,1) (1442,1) (2402,1)

Jacinto, decide realizar 5 gréficas, una para cada valor de t ya que comenta que es dificil
ver los detalles de los vectores cuando se dibujan de manera simultanea. La descripcion que
él presenta para introducir estas cinco gréficas es la siguiente:

En las cinco figuras el vector posicién de color rojo tiene como origen el punto (0,0) este
punto por motivos de escala no es mostrado en las figuras.

El vector velocidad es de color verde y el vector aceleracion es de color azul, estos dos
vectores estan graficados de tal manera que la cola o inicio esta ubicada en el movil.

1lC

Figura 30. Grafica de vector velocidad y vector aceleracién obtenido por Jacinto

Por lo que presenta las siguientes figuras para cada uno de los tiempos propuestos. Para

e =

t = —250

posicion = ( 632?2 )

Velocidad = ( —498 )

1
Aceleracion - ( g )
j51000 61100 81200 81300 81400 81500 61600 81700 81800 81200 62000 62100 62200 62300 82400
posicion elocidad hiOVIL trayectoria
Aceleracion ‘
Figura 31. Grafica de vector velocidad y aceleracion cuando t = —250
Parat=0
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t=0
[
posicion = (5 ) pasicion
. 2 !
Velodidad = L i ] ——
Aceleracion = ( %) —
2] Aceteracion o trayectoria

MOWIL

Figura 32.Gréfica de vector velocidad y aceleracidon cuando t = 0

Parat =300

(8000.08, 803.54) =300
t = 300
. 90600
osicion =
P ( 297)
Velocidad = ( B’Jf )
_f{o
posicion) MOoVIL ‘elocidad
AEE\EIEE\DH‘ frayectoria
ko sokio oo eofon | eohoo  eokoo oo erioo enoo oo ok

Yioo  soZo0 20300

Figura 33. Grafica de vector velocidad y aceleracion cuando t = 300

Parat= 1200

(s0227 21, 3077.08) .
t = 1200
posicion — ( Mf;gg)
Velocidad = ( 2’"’% )
Aceleracion = ( g )
posicion MOVIL /elocidad
AEE\ETEUDH‘ trayectoria

1000 1498500

140500 1447000 1441500 1443000 1442500 1443000 144300 1a4ion  144dE00

Figura 34. Grafica de vector velocidad y aceleracion cuando t = 1200
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El estudiante finaliza colocando la figura donde muestra los vectores posicion, velocidad y
aceleracion graficados de manera simultanea. Comenta que dicha figura fue obtenida
mediante Geogebra y Paint.

[Fiempo (6] [250 o 300 [1200

rtt) 520001253 013 506001+297] 513840i+717)  [14424001+1197]

2040 2402i-j

fvte) 980 21t s02is] | 1442 T |es0ai ]

fate) 210 2i+0] 210 20 zi+0j

1442400+1187}

515830i+717)

_ Posicién r(t) i
o i Velocidad v(t)mip

Aceleracidna(t)

0 Nota: los vectores no
i 62000.253) estan a escala

Figura 35. Grafica final de vector posicion, vector velocidad y vector aceleracién para los diferentes valores de t
Jimena en la solucidn de esta tarea, realiza la siguiente aportacion:

Como la velocidad es tangencial al punto de posicion, para poder graficar el vector
velocidad, se tiene que sumar la coordenada del punto posicién a la coordenada del
vector velocidad, porque “el origen” del vector velocidad es la coordenada del punto
posicion, no la coordenada (0,0). En nuestro caso para graficar con Geogebra generamos
los nuevos puntos (que incluyen la translacién de las coordenadas de la velocidad dadas
por la coordenada de la posicion) para poder realizar la grafica de los vectores, para ello
generamos estos nuevos puntos:

Propone la siguiente tabla de valores:

Tiempo (t) -250 0 300 720 1200
r(t) | (62000,-253) | (0,-3) | (90600,297) | (519840,717) | (1442400,1197)
v(t) (-498.1) | (1) | (602,1) (1442,1) (2402,1)
F(6) | (61502,-252) | (2,-2) | (91202,298) | (521282,718) | (1444802,1198

donde f(t) es la suma de coordenadas de r(t) y v(t). Dentro de su analisis comenta que
“la aceleracion como es constante, en este caso a=2, no se puede graficar como vector, pues
representa a un escalar”. La figura que obtiene es:
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A= (62000, -253)

Av = (61502, -252)

B=(0,-3) 1200
Bv=(2,-2)

C = (90600, 297)

Cv =(91202, 298)

D = (519840, 717) hooo
Dv = (521282, 718)

E = (1442400, 1197)
Ev=(1444802, 1198)
G=(0,0)

jetos Dependientes
b=(2402,1) Dy
= (90600, 297)
d=(519840, 717)
e=(1442400,1197) [

u=(-498,1)
v=(2,1)
7=(1442,1)
400
Cv
200
o
0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 ‘800000 900000 1000000 1100000 1200000 1300000 1400000
-200
<«

Figura 36. Grafica de vector velocidad y aceleracion obtenida por Jimena

Donde efectivamente no grafica los vectores aceleracion y se puede visualizar la grafica
incompleta.

Realizando ahora el andlisis de resultados de esta tarea los estudiantes Juan y Julieta, no
muestran alguna argumentacion de lo obtenido solo el grafico:

Archivo Edita Vista Opciones Herramientas Ventana Ayuda

A . 9 4 X as2 Elige y Mueve E]
\‘Y LAY f "I-'T Arrastrar o seleccionar objetos (Esc) P
~

2 H=(720,0.02)
2 1=(1200,0.01)

2 J=(0,-0.25)

7 K=(300,-0)

2 L=(720,-0)

2 M=(1200, -0)

D) =x*+2x

O gx)=x-3

{0 Objetos Dependientes
2 a(t) = (f(, gt)

5 3,=1(0,-0.25)

+- 3 a,=(300,-0)
- 8,=(720,-0)
& a,=(1200,-0)
i3 Py=(0,-3)
2 P, =(300,13.35)
- P, =(720,22.85)
5 P =(1200,30.65)
3V, =(0,5)
3 v, =(300,0.03)
1 Vv, =(720,0.02)
5 V,=(1200,0.01)

@ Entrada: “’ v!la v|comando .. v

Figura 37. Gréfica de vector velocidad y aceleracién obtenida por Juan y Julieta

Julia no realiz6 esta tarea.

5.4 Conclusiones

La secuencia “Buscando trayectorias” tuvo una primera fase de prueba en el marco de un
curso de didactica ofrecido en un programa de maestria en Matematica Educativa. Por lo
que no fue todavia puesta a prueba con estudiantes, futuros ingenieros, objetivo que se tenia
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al inicio del disefio de la misma. Sin embargo, consideramos que esta fase nos ofrece
posibilidades para reconocer potencialidades y limites de dicha secuencia. Primeramente,
podemos notar que todas las tareas son resueltas, aparecen diferentes técnicas y en muchos
de los casos se explicitan los elementos tecnoldgicos que la sustentan. Consideramos que
un analisis mas fino de las técnicas empleadas por Jacinto y por Julieta permitiria modificar
las tareas para lograr que desde su forma puedan sugerir los anélisis realizados por estos
dos estudiantes. El objetivo de esta modificacion seria que las tareas soliciten la
explicitacion y/o generacion de dichos componentes.

Consideramos que Geogebra permite generar diferentes técnicas y que la exploracion del
programa lo facilita, sus diferentes herramientas pueden permitir la generacion de
diferentes técnicas. Las técnicas utilizadas por los estudiantes nos permiten ver que la
secuencia es hasta cierto punto abierta y que la exploracién puede darse en efecto.

Uno de los limites que hemos percibido es que en la secuencia no se ve la necesidad de
hacer el cambio de la funcion vectorial a la funcion en variable real, debido a que la
trayectoria elegida no se analiza el sentido con el que se mueve el movil, sino solamente
cémo la posicion esta dada en relacion al tiempo. Consideramos que este elemento puede
ser explotado modificando o agregando algunas tareas y eso permitiria hacer evidente esta
relacién entre funcion vectorial y funcion en variable real, la cual permite obtener la curva
de la trayectoria.

Este estudio de trayectorias motivado en la actividad del profesor A nos muestra la
complejidad del disefio de actividades de modelizacidn, pero consideramos que este camino
puede ser productivo y que las diferentes etapas son necesarias para tener elementos de
control en la puesta en escena en el aula. Consideramos necesario un analisis mas fino para
poder decir como se produce la modelizacién matematica en la resolucién de esta actividad.
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6 Conclusion general

Esta investigacion se avoco a la cuestion del disefio de actividades didacticas basadas en
modelizacion matematica considerando especificamente una formacion de ingenieros. Para
abordar la cuestion del disefio se procedio primeramente a analizar algunas investigaciones
sobre la modelizacion matematica en la practica de ingenieros donde particularmente se
consideraron los trabajos de Bissell y Dillon (2000) y Bissell (2002) pero también los de
Kent y Noss (2002) y los de Romo-Vazquez (2009 y 2010). El analisis de estos trabajos nos
permitid elegir una via para el desarrollo de esta investigacion, analizar modelos
matematicos en uso que pudieran luego ser considerados para disefiar actividades
didacticas. Dado que nuestro interés esta en la formacion de futuros ingenieros, decidimos
disefiar una metodologia para el disefio de actividades didacticas basadas en modelizacion
matematica. Dicha metodologia estd basada en el modelo praxeoldgico exendido (Castela y
Romo, 2011) y comporta cuatro fases. La primera fase tiene que ver con la eleccién del
contexto extra-matematico, esto se motiva en tanto en el analisis de las investigaciones
precedentes a nuestro trabajo y en el analisis del curso de algebra lineal, ambos reportados
en el capitulo 1. Es decir, buscdbamos que las actividades disefiadas provengan de
contextos de ingenieria, ya sea de las disciplinas intermediarias (Ciencias del ingeniero que
conforman la formacion de especialidad) o de la practica ingenieril.

Con el objetivo de desarrollar esta fase y probar su factibilidad, decidimos realizar un
trabajo colaborativo con ingenieros-investigadores, particularmente con ingenieros
biomédicos. En esta colaboracion se analizd conjuntamente, matematicos educativos e
ingenieros biomédicos, el uso de modelos matematicos en el desarrollo de su practica
investigativa. A partir de este trabajo pudimos identificar el uso de matrices y vectores en el
método de Separacion Ciega de Fuentes (Blind Sources Separation —BBS) el cual es
utilizado para mejorar el diagnostico de la epilepsia. Con el objetivo de consensar la
comprension sobre el uso de estos modelos matematicos se produjo un documento
descriptivo del método que consideramos fue en efecto una transposicién de dicho método,
en la cual el lenguaje ingenieril fue modificado para hacer mas transparente la manera en
gue los modelos son utilizados, las tareas que estan en juego, las técnicas que intervienen y
las justificaciones empleadas.

Con el objetivo de probar esta metodologia en su conjunto decidimos generar una actividad
dentro de un curso de maestria del Programa de Matematica Educativa del CICATA,
unidad Legaria. En el curso se pidid a los estudiantes, profesores de matematicas, generar
actividades didacticas basadas en modelizacion utilizando la metodologia y el contexto de
la BSS. Las actividades propuestas por los profesores nos parecieron, en un primer analisis,
no constituir actividades didacticas propicias para el aula, sino actividades en una fase de
disefio. A pesar de que ofrecimos el contexto de la BSS como extra-matemaético para que no
tuvieran que encontrar uno propicio y poder acotar el disefio y la fase experimental de la
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metodologia, comprender el contexto de la BSS resulté complejo. Los profesores tuvieron
que realizar investigaciones en diversas fuentes tanto para comprender este método como
para adaptarlo al nivel educativo en el que laboran. Esto Gltimo no estaba previsto, pues se
esperaba que ellos disefiaran una actividad para el nivel superior, para alumnos que
hubieran cursado la asignatura de algebra lineal. Los profesores decidieron adaptar el
contexto al nivel en el que laboran y eso agregoé complejidad a la actividad del curso y a la
experimentacion de la metodologia. En efecto, pudimos observar que los profesores
transponian el principio del método de la BSS a otros contextos, aunque en esta
investigacion s6lo analizamos, més a detalle, la actividad propuesta por el profesor A,
tenemos elementos para suponer que esta metodologia requiere de varias fases para ser
utilizada eficazmente. Esto lo representamos mediante el siguiente esquema:

Ingenieria
Blamédica

Litilizan ¥
pefaccionan el
Kétado de |2 BSS

™~

Transposicion 2

Transposicion 0

Matematicos Educativos

e Ingenieroz Blamédico:

Producen una descrigeiin

de la B5S

Trabajo de tesis

Disefio de una secuencia basada en
una actividad propueesta por uno de
los profescres

Matematica
Educztiva

Analisis de modelos
matematicos en
Lusa

Transposicion 1|

Profesores de
matematicas en el
rmarco de una
maestria en WE

Praponen actividadas
de modelizacidn an una

Aula

F 3
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-
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Primera fase de la
metodologia:
Eleccion del
contexto  extra-
matematico

Experimentacion
de la metodologia
con un grupo de
profesores dado
un contexto



En el primer recuadro del esquema aparece el contexto extra-matematico elegido,
correspondiente a la primera fase de la metodologia. Dicho contexto es de la ingenieria
biomédica relativo al estudio de la actividad eléctrica del organismo y mas particularmente
a la del cerebro mediante el registro de sefiales electrofisioldgicas. Las sefiales registradas
permiten, en un trabajo de clinica, determinar el estado de salud de las personas. Para fines
clinicos el interés estd en conocer las fuentes de origen cerebral a partir de un registro que
muestra la mezcla de diversas fuentes. Esto sin ningun conocimiento a priori de las fuentes
cerebrales, solucionar este problema resulta una tarea muy complicada. El analisis de este
contexto nos permitié encontrar modelos matematicos en uso, vectores y matrices,
susceptibles de ser considerados para el disefio de actividades didacticas. Para llegar a
obtener estas Ultimas diferentes transposiciones son necesarias.

Transposicion 0

En esta etapa del esquema entran en juego representantes de dos instituciones, la Ingenieria
Biomédica y la Matematica Educativa, que tendran la tarea de producir una descripcion del
contexto de uso, en este caso del método de Separacion Ciega de Fuentes (BSS). La
descripcidn servird para conformar un contexto extra-matematico base para el disefio de
actividades didacticas de modelizacion. Para lograr la descripcion deseada es necesario un
trabajo colaborativo entre ingenieros y matematicos educativos, produciendo un mismo
codigo, es decir expresar en un mismo lenguaje los diferentes conceptos, modelos, técnicas
matematicas y no matematicas en juego.

Transposicion 1

Los profesores de la maestria tendran para disefiar actividades didacticas basadas en
modelizacion dos documentos: una metodologia para disefiar las actividades y el contexto
extra-matematico (resultado de la transposicion 0). Basados en estos documentos y
consultando todas las fuentes a su alcance los profesores realizan una transposicion 2 del
contexto extra-matematico. Muchas de las actividades propuestas por los profesores
modifican el contexto pero el principio del método de la BSS se mantiene.

Transposicion 2

Esta trasposicion se genera al considerar como base alguna de las actividades propuestas
por los profesores para desarrollar una secuencia didactica apta para aplicarse en el aula.
Esta trasposicion 2 se efectu6 al producir la secuencia “Buscando trayectorias” que tuvo
como origen la actividad propuesta por el profesor A.
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La secuencia de “Buscando trayectorias” fue generada para ser parte de una formacion de
ingenieros en un curso de Algebra Lineal. Un caso particular de funciones vectoriales y los
conceptos de vector posicion, vector velocidad y vector aceleracién son elementos de las
praxeologias mixtas que componen la secuencia; nos parece que las tareas propuestas
permiten darles un sentido a partir del estudio de trayectorias. Dicha secuencia tuvo una
primera fase de prueba en otro curso del programa de maestria en Matematica Educativa y no
fue posible todavia emplearla con estudiantes, futuros ingenieros siendo este el objetivo
inicial desde su disefio. Sin embargo, se considera que esta primera experimentacién nos
permitid conocer potencialidades y limites de dicha secuencia para asi llevar a cabo
modificaciones requeridas en cada una de las tareas solicitadas.

El uso de una herramienta tecnoldgica, como lo es Geogebra permite generar diferentes
técnicas de solucion para la misma tarea, lo que consideramos es un elemento que debe ser
analizado para mejorar la secuencia. Asimismo consideramos que el analisis del uso de
Geogebra en la realizacion de las tareas puede y debe ser profundizado para conocer el rol que
estd jugando y cdmo puede potenciarse la modelizacion a partir de nuevas tareas.

Consideramos que este trabajo sienta las bases para desarrollar actividades didacticas
basadas en modelizacién, ofreciendo pistas metodoldgicas interesantes como son el analisis
de modelos matematicos en uso, la metodologia para el disefio de actividades, el
involucramiento de profesores de matematica en el disefio y el desarrollo de secuencias
didacticas en el marco de una investigacion. Este programa metodoldgico fue apenas
propuesto en este trabajo, pero consideramos que futuras investigaciones deben generarse
para fortalecerlo.
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