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Analisis de los obstaculos en la construccion del concepto de Dependencia
Lineal de vectores en alumnos de primer afio de la universidad

RESUMEN

Esta tesis tiene como propdsito dar a conocer el desarrollo y los resultados de un trabajo de
investigacion realizado en Facultades de la Universidad Nacional del Nordeste de la Republica
Argentina, en particular, en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura.

La busqueda surge de la necesidad de dar explicacion a serias dificultades que se perciben en los
estudiantes de primer afio en la apropiacion del concepto de dependencia lineal de vectores,
consecuentemente, de la independencia lineal, y de la importancia intrinseca de estas ideas, que
subyacen a otros no menos fundamentales conceptos.

Luego de fundamentar la pertinencia del trabajo, se define el problema en estudio a través de una
cuestion central que se desglosa en una docena de interrogantes que operan de guia para la
exploracion, indicando, para cada uno, el sitio de la tesis donde se lo trata, las unidades de
analisis, los métodos, las técnicas y los instrumentos que se utilizan. Se define ademas el marco
metodolégico que avala el estudio mixto descriptivo-explicativo basado en la observacion,
recoleccion de datos, analisis historio-grafico y analisis de contenido. El enfoque predominante
es el cualitativo, combinado, en algunos casos, con métodos cuantitativos.

Mas tarde se introduce el marco tedrico de referencia, donde se precisan los principales
conceptos tedricos especificos del campo de investigacion de la Matematica Educativa, y que
permiten explicar tanto las indagaciones como el abordaje del problema planteado.

Seguidamente, se encara un analisis historico-epistemoldgico de los conceptos involucrados y de
las investigaciones en Ensefianza y Aprendizaje del Algebra Lineal, que abordan los autores mas
destacados en el tema.

Con el objeto de captar el estado de la ensehanza de estos conceptos en nuestro medio, se
encaran diversos estudios con relacion a su estatus en la Escuela Media, en la Universidad
Nacional del Nordeste y en los libros de texto de Educacion Superior. Asimismo, se formulan
consideraciones sobre la Dependencia e Independencia Lineal, desde la Matematica y desde la
Matematica Educativa, analizando en profundidad los conceptos y definiciones, su operatividad,
su incongruencia semantica, su campo conceptual y dos praxeologias puntuales, necesarias para
la exploracion posterior.

Se describen luego los instrumentos, aspectos metodoldgicos y la manera en que se analizan los
datos recogidos en la fase empirica, que abarco cuatro momentos.

Finalmente, se brindan las conclusiones organizadas en seis secciones que sintetizan las razones
de atascamiento que se han encontrado en el proceso de construccion de los conceptos citados.



Analysis of the obstacles in the construction of the concept of Linear
Vectors Dependence in university freshmen

SUMMARY

The purpose of this thesis is to communicate the development and results of a research conducted
in Faculties of the “Universidad Nacional del Nordeste” (UNNE), Argentina, particularly in the
“Facultad de Ciencias Exactas y Naturales y Agrimensura”.

The present work was motivated by the need to give an explanation to serious difficulties
perceived in first year students in the appropriation of linear vectors dependence and linear
vectors independence concepts and the intrinsic importance of these ideas, which underlie to
others no less fundamental concepts.

After substantiating the relevance and pertinence of this work, the problem under study is defined
by means of a central question that in turn is broken down into a dozen of other questions that
lead the exploration. For each of these questions the place in the thesis where it is answered, the
elements of analysis, methods, techniques and tools used in the development of this answer are
indicated. It is also defined the methodological framework that supports this mixed descriptive-
explicative study based on observations, data collection, historical-graphical analysis and content
analysis. Although the main approach is qualitative, in some cases quantitative methods are also
used.

The next step is the introduction of the theoretical framework of reference. It specifies the major
theoretical concepts of the Educative Mathematics research field that explain not only the
inquiries but also how to approach the posed problem.

What follows is a historical-epistemological analysis of the involved concepts and a review of the
research conducted by the most recognized authors in Teaching and Learning Linear Algebra.

With the purpose of investigating the state of how those concepts are taught in our country, a
number of studies regarding their status in High Schools, the UNNE and higher education
textbooks is conducted. Considerations about linear dependence and independence from the
Mathematics and Educative Mathematics perspectives are also posed, discussing in depth
concepts and definitions, their capability, semantic incongruity, conceptual field and two specific
praxeologies needed for further exploration.

The resources, methodological aspects and the data analyzing process collected in the empirical
stage which took four moments are described.

Finally, conclusions are organized in six sections that synthesize the reasons of the obstructions
found in the building process of the concepts already mentioned.
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GLOSARIO

Conceptos Matematicos y no Matematicos
Abreviaturas

Algebra lineal (AL): Rama de la Matemética, y mas precisamente del Algebra, que se ocupa del
estudio de “lo lineal”, y por lo tanto, de lo proporcional, abarcando todas las relaciones
matematicas que asuman la forma de una suma de productos de escalares por elementos
llamados vectores. Los conceptos matematicos con los que trabaja son los Espacios
Vectoriales, y sus elementos, los vectores, subespacios, generadores, bases, dimension,
rango, determinantes, matrices, sistemas de ecuaciones lineales, funciones, n-uplas reales,
polinomios, complejos, transformaciones lineales, autovalores y autovectores, todas nociones
centrales que resuelven diversos problemas en el campo de las Ciencias Experimentales y
Sociales.

A priori: Independiente de la experiencia y previo a la misma.

Base (BA): (Del AL) Se denomina base de un espacio vectorial a todo subconjunto generador y
linealmente independiente de ese espacio.

Campo conceptual: (De la TCC) Conjunto de situaciones cuyo tratamiento implica esquemas,
conceptos y teoremas en estrecha relacion, asi como las representaciones lingiiisticas y
simbolicas que pueden utilizarse para simbolizarlos. Descansan sobre las situaciones que
permiten resolver y que le dan sentido a un concepto y dependen de la transposicion y
contrato didacticos adaptados por las instituciones educacionales (Vergnaud, coord.,
1994/1997).

Cognicion: Accion y efecto de conocer.

Combinacién lineal (CL): (Del AL) Toda suma finita de productos de escalares por vectores.

Combinacion lineal nula (CLN): (Del AL) Toda combinacion lineal que da por resultado el
vector nulo.

Combinacién lineal nula no trivial (CLNNT): (Del AL) Toda combinacion lineal nula con
algun escalar no nulo.

Combinacion lineal nula trivial (CLNT): (Del AL) Toda combinacion lineal con todos los
escalares nulos.

Concebir: Formar ‘algo’ en la mente.

Concepcion: Sistema de creencias, consistente o no, que construye el intelecto alrededor de un
concepto o conjunto de conceptos y que se manifiesta en la accion. Las concepciones pueden
ser ciertas o erroneas. (Ej. Yo creo que la potenciacion es distributiva con respecto al
producto; del mismo modo creo que lo es hacia la suma, entonces concibo al concepto
“potenciacion” de manera tal que me conduce a distribuir los exponentes a los sumando).
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Concepto matematico: Conjunto de ideas consistentes que forma o concibe el intelecto respecto
a un objeto matematico, con cierto grado de aceptacion universal. Los conceptos no son ni
verdaderos ni falsos, simplemente son. (Si bien no existe una equivalencia absoluta, en algin
pasaje de esta tesis, se utiliza como sinonimos de ‘concepto’, los vocablos ‘nocion’ e ‘idea’).
En la TAD, se define como una terna compuesta por el referente, el significado y el
significante.

Congruencia semantica: (De la TRS) Dos representaciones son congruentes cuando hay
correspondencia semantica entre sus unidades significantes (a cada unidad significante
simple de una de las representaciones, se puede asociar una unidad significante elemental),
univocidad semantica terminal (a cada unidad significante elemental de la representacion de
salida, no le corresponde més que una Unica unidad significante elemental en el registro de la
representacion de llegada) y el mismo orden posible de aprehension de estas unidades en las
dos representaciones (las unidades semanticas en correspondencia son aprehendidas en el
mismo orden en las dos representaciones, lo cual solo es posible si tienen el mismo niimero
de dimensiones).

Contrato didactico: (De la TAD y TSD) Conjunto de comportamientos, explicitos o implicitos,
del maestro que son esperados por el alumno y conjunto de comportamientos del alumno que
son esperados por el maestro, que varia, no so6lo con el conocimiento matematico en juego, si
no también con la situacidon, seglin sea ésta, de ensefanza, evaluacion, o exploracion. Opera
en las instituciones educacionales, junto al contrato pedagogico y el contrato escolar
(Brousseau, 1980); (Chevallard et al., 1997).

Contrato escolar: (De la TAD) Conjunto de comportamientos que gobierna a las instituciones
sociales particulares llamadas escuelas y que abarca al contrato pedagogico.

Contrato pedagogico: (De la TAD) Conjunto de comportamientos que regula las interacciones
entre alumnos y profesores, que no dependen del contenido de estudio.

Creencia: Conviccion fuerte, interna, mental y subjetiva que genera el intelecto cuando se piensa
que se ha salido de la duda, con la pretension de evocar a un concepto ya establecido. Porque
se ‘cree’, se ‘concibe’ al ‘concepto’ de determinada manera y se actiia en consecuencia.

Definicion de un concepto matematico: Es un enunciado que identifica las relaciones existentes
entre objetos matematicos definidos previa e independientemente a partir de los términos
primitivos o axiomas de una cierta teoria.

Dependencia lineal (DL): (Del AL) Lo que caracteriza a los conjuntos de vectores linealmente
dependientes.

Determinante: (Del AL) Funcion que asigna a cada matriz cuadrada un elemento, en general un
escalar, que se halla mediante un algoritmo que consiste en efectuar la suma de todos los
productos de los elementos de la matriz, de modo que en cada producto haya uno, y sélo un
elemento de cada fila y de cada columna; esos productos conservan su signo si el nimero de
inversiones de la permutacion de los segundos subindices, respecto a una ordenacion
principal, es par, y lo cambian, si es impar.
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Didactica Fundamental (DF): Disciplina cientifica de la escuela francesa que se interesa por
elaborar modelos tedricos, descriptivos y explicativos, de los fendmenos didactico-
matematicos, partiendo de modelos epistemologicos explicitos sobre la naturaleza de las
matematicas y de los procesos de difusion del conocimiento matematico.

Dimension (DI): (Del AL) Cardinal de todas las bases de un espacio vectorial.

Ecuacion lineal: (Del AL) Aquella cuyas variables son de primer grado.

Efecto de analogia: (De la TSD) Ruptura en el contrato didactico que tiene lugar cuando el
docente, en caso de fracaso, vuelve a dar a sus alumnos una ‘nueva’ actividad, en la que
disimula su similitud con las anteriores, pero que los alumnos resuelven porque han
reconocido indices, quizd completamente exogenos y no controlados, que el profesor queria
que produjeran.

Efecto de deslizamiento metadidactico: (De la TSD) Ruptura en el contrato didactico que tiene
lugar cuando el docente, en caso de fracaso, toma una heuristica en la resoluciéon de un
problema y la asume como el objeto de estudio, en lugar del verdadero conocimiento
matematico.

Efecto Jourdain: (De la TSD) Forma del efecto Topaze que tiene lugar cuando el docente
reconoce, como muestra de conocimiento en el alumno, una produccion que s6lo comporta
causas triviales, desprovistas de valor, incluso a veces, de sentido.

Efecto Topaze: (De la TSD) Ruptura en el contrato didactico que tiene lugar cuando el docente,
en caso de fracaso, da informacion al alumno modificando el problema, para hacer mas facil
la respuesta, sin que éste tenga que invertir el menor compromiso con la situacion.

Ensefianza Media: En la Argentina, periodo de ensenanza que tiene lugar entre los 13 y los 18
afios de edad, que abarca los dos tltimos afios de la Educacion General Basica y los tres afos
de la Educacion Polimodal y que habilita a los Estudios Superiores.

Espacio vectorial (EV): (Del AL) Objeto matematico bésico de estudio del Algebra Lineal.
Estructura matemadtica que consiste en un conjunto no vacio, en el que estan definidas dos
operaciones, una interna, la ‘suma’, y otra externa, el ‘producto por un escalar’, de modo que
se cumple: 1) el conjunto de escalares es un cuerpo con la suma y producto ordinarios; 2) el
conjunto forma un grupo conmutativo con respecto a la suma (la suma es cerrada, asociativa,
conmutativa, posee neutro y opuestos); 3) el producto es distributivo respecto a la suma de
vectores y de escalares, se cumple la asociatividad mixta y el neutro del cuerpo de escalares
es el neutro para el producto. Cuando todas estas condiciones se cumplen, los elementos del
conjunto reciben el nombre de vectores.

Esquema: (De la TCC) Organizacion invariable de la conducta para una clase de situacion dada.

Estudios Superiores: En la Argentina, estudios que se llevan a cabo luego de cumplida la
Educacion Polimodal y cuya duracion estd determinada por las Instituciones Universitarias o
no Universitarias, segun el caso.



Fenémeno didactico: Todo hecho que tiene lugar en el seno de las clases de Matemadtica, que se
presenta con cierta regularidad, y que es de interés explorar con la finalidad de conocer sus
origenes y explicaciones.

Generador (GE): (Del AL) Todo subconjunto de un espacio vectorial cuyos vectores son tales
que permiten expresar a todos los vectores de ese espacio como combinacion lineal de los
vectores de aquel.

Independencia lineal (IL): (Del AL) Lo que caracteriza a los conjuntos de vectores linealmente
independientes.

Ingenieria didactica: Metodologia especifica acunada en la Escuela Francesa de Didactica de las
Matematicas que se basa en un andlisis y control a priori de las situaciones que se ponen en
juego dentro del proceso experimental y cuyas hipotesis seran confirmadas o rechazadas en
contraste con la realizacion efectiva de la experiencia; se trata de una forma de trabajo
didactico que pone el acento en el estudio de procesos constructivos, que cumple también la
funcion de producir material para la ensefianza.

Invariantes operatorias: (De la TCC) Conocimientos matematicos implicitos (conceptos y
teoremas en acto) en los cuales se apoya el proceso de conceptualizacion de lo real. Aluden a
los conocimientos contenidos en los esquemas.

Lineal: (Del AL) Proporcional.
Linealidad: (Del AL) Proporcionalidad.

Linealmente dependiente (LD): (Del AL) Se dice del conjunto de vectores que contiene al
menos un vector que puede expresarse como combinacion lineal de los otros. Por extension
también se aplica a los sistemas de ecuaciones lineales.

Linealmente independiente (LI): (Del AL) Se dice del conjunto de vectores que no contiene
algn vector que pueda expresarse como combinacion lineal de los otros. Por extension
también se aplica a los sistemas de ecuaciones lineales.

Matematica Educativa: Disciplina cientifica autébnoma que emergido en México con la
pretension de impactar positivamente en los sistemas educativos; que pone el acento en el
estudio de los procesos de pensamiento propios del quehacer matematico, mas bien que en la
mera transferencia de contenidos y que se cuestiona sobre como aprenden Matematica los
estudiantes. Este objetivo la ha llevado a plantearse sus propios interrogantes y a estructurar
sus propios constructos teoricos, desde una postura epistemologica, cognitiva, didactica y
sociocultural, respecto a como construyd el conocimiento matematico la humanidad a lo
largo del devenir historico; cual es el significado que los alumnos atribuyen a los términos,
simbolos, conceptos y proposiciones de las obras matematicas y cudles son las actividades
que favorecen el desarrollo del pensamiento matematico en los alumnos.

Matriz (MA): (Del AL) Llamamos matriz a todo cuadro de elementos dispuestos en filas y
columnas.
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Noesis: (De la TRS) Acto cognitivo que permite la aprehension conceptual de un objeto. Vision
intelectual, pensamiento, representacion mental que se efectia como interiorizacion de las
representaciones semioticas.

Noosfera: (De la TAD) Ambito donde se piensa el funcionamiento didéctico, integrado por las
fuerzas politicas, didactas en la especialidad, autoridades educacionales, docentes,
agrupaciones de padres, autores de libros de texto, editores.

Objeto matematico: Todo producto de la mente humana que resulte de interés ser manipulado
por algun integrante de la comunidad matematica.

Obstaculo didactico: (De la TSD) Obstaculo cognitivo que parece depender solo de una eleccion
o de un proyecto dentro de un sistema educativo, por ejemplo la presentacion elegida para un
determinado contenido.

Obstaculo epistemologico: (De la TAD y TSD) Concepcidn, conocimiento valido en un cierto
contexto, que produce respuestas falsas fuera de ese contexto; que se presentan muy
frecuentemente; que se resiste al establecimiento de un conocimiento mejor; que parecen
pertenecer al significado de los conceptos en si mismos, no depender de una manera
particular de instruccion y que se los puede encontrar en la génesis histdrica de las nociones.
Esta nocion, que constituye una categoria de los obstaculos cognitivos junto a los obstaculos
de origen didéctico y ontogénico, fue incorporada en el seno de la epistemologia de las
ciencias experimentales en 1938, por G. Bachelard y recreada por G. Brousseau en 1976.

Obstaculo ontogénico: (De la TSD) Obstaculo cognitivo que sobreviene debido a las
limitaciones del individuo, neurofisioldgicas entre otras, en un momento de su desarrollo.

Praxeologia matematica: (De la TAD) Descripcion de una actividad matematica y del saber que
de ella surge, con relacion al significado institucional de un objeto matematico. Se compone
de tareas, técnicas, tecnologias y teorias.

Rango (RA): (Del AL) Maximo numero de vectores fila (o columna) linealmente independientes
de una matriz.

Referente del concepto: (De la TAD) Conjunto de situaciones que da sentido al concepto.

Registro de representacion semidtica: (De la TRS) Sistema semiotico que posibilita tres
actividades cognitivas: representar, transformar y convertir (Duval, 1995; 1996).

Resiliencia: [resilencia] Del latin, resilio ‘volver atras’, ‘volver de un salto’, ‘resaltar’, ‘rebotar’.
En Ingenieria: “capacidad de un material de recobrar su forma original después de someterse
a una presion deformadora”. En Psicologia Social: “capacidad humana para hacer frente a las
adversidades, superarlas y salir de ellas fortalecido o incluso transformado”.

Semiosis: (De la TRS) Proceso o acto que realiza un individuo como medio de expresion de las
representaciones mentales para hacerlas visibles a si mismo o a otros individuos a través de la
utilizacion de un sistema semidtico. La semiosis precede a la noesis (R. Duval).

Semiotica: Teoria general de los signos y simbolos, en este caso, matematicos.
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Sentido del concepto: (De la TCC) Relacion del sujeto con las situaciones y con los significantes
a través de los esquemas que evoca el sujeto individual.

Significado del concepto: (De la TAD) Conjunto de invariantes que pueden ser reconocidos y
usados por los sujetos para analizar y dominar las situaciones del referente.

Significante del concepto: (De la TAD) Conjunto de representaciones simboélicas que pueden ser
usadas para indicar y representar los invariantes.

Sistema de ecuaciones lineales (SI): (Del AL) Conjunto de dos o mds ecuaciones cuya solucion,
si existe, es comun a todas ellas.

Sistema semiotico: (De la TRS) Conjunto de signos y simbolos que tienen reglas claras de
significancia y de funcionamiento.

Situacion adidactica: (De la TSD) Parte de la situacion didéactica en que la intencidon de
enseflanza no aparece explicita para el sujeto, si no como una interaccién con un medio no
didéctico, que da lugar a la producciéon de un saber especifico, pero en el cual las decisiones
del sujeto se guian por la logica de la situacion y no por la lectura de las intenciones del
profesor.

Situacion didactica: (De la TSD) Conjunto de relaciones explicita o implicitamente establecidas
entre los alumnos, algiin entorno y el profesor, con el fin de permitir a los alumnos aprender
alglin conocimiento especifico.

Situacion fundamental: (De la TSD) Conjunto minimo de situaciones adidacticas que de alguna
manera representa la problemdtica que permite la emergencia de un conocimiento
matematico especifico, es decir que, el conocimiento en cuestién aparece como la estrategia
optima para resolver el problema involucrado. Brousseau (1986) postula que para todo
conocimiento matematico existiria al menos una ‘situacién fundamental’, sin embargo, las
investigaciones muestran la dificultad para encontrarla, en el caso de nociones
generalizadoras, unificadoras y formalizadoras, como la que aqui nos ocupa.

Tareas: (De la TAD) Son labores especificas inherentes al quehacer matematico escolar;
‘artefactos’, ‘obras’, ‘construcciones institucionales’, cuya reconstruccion en tal institucion, y
por ejemplo en tal clase, es el objeto mismo de la Didactica. Se agrupan en tipos de tareas y
género de tareas.

Técnicas: (De la TAD) Distintas maneras de realizar las tareas.

Tecnologias: (De la TAD) Discursos racionales que justifican, describen, explican y aclaran las
técnicas, para asegurarse de que permiten realizar las tareas que se pretende.

Teorias: (De la TAD) Fundamentan y organizan los discursos tecnoldgicos. Las teorias tienen, en
relacion a las tecnologias, el mismo rol que las tecnologias tienen respecto a las técnicas.

Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD): Teoria debida a Chevallard, que sitla la actividad
matematica, y en consecuencia la actividad del estudio en Matematicas, en el conjunto de
actividades humanas y de instituciones sociales y describe estas actividades, y el saber que de
ellas emerge, en términos de organizaciones o praxeologias matematicas.
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Teoria de las Representaciones Semioticas (TRS): Enfoque cognitivo acufiado por R. Duval,
que se interesa en el funcionamiento del conocimiento bajo el &ngulo de los mecanismos y de
los procesos que lo permiten en cuanto actividad de un individuo. Pone el acento en la
hipotesis de que la comprension de un objeto matematico se alcanza cuando se diferencia el
representante del objeto representado, lo que se manifiesta en la coordinacion, rapida y
espontanea, de al menos dos registros de representacion semidtica.

Teoria de las Situaciones Didacticas (TSD): Teoria nueva e innovadora desarrollada por G.
Brousseau, que introduce multiples constructos tedricos que permiten analizar los fendémenos
didécticos, modelizando y clasificando las interacciones entre un saber concreto, el alumno y
el docente, en una determinada institucion escolar.

Teoria de los Campos Conceptuales (TCC): Teoria cognitiva introducida por G. Vergnaud en
1990, que pone el acento en los procesos de conceptualizacion desarrollados en un area
determinada y durante un largo periodo, lo cual obliga a analizar las filiaciones y rupturas
entre las competencias desarrolladas progresivamente por los alumnos, asi como las
concepciones asociadas a estas competencias, ya sean explicitas o implicitas, lo que puede
lograrse estudiando un conjunto diversificado de situaciones, esquemas, representaciones
simbolicas, lingiiisticas y no lingiiisticas para comprender los vericuetos de aquellos
procesos.

Transposicion didactica: (De la TAD) Trabajo o proceso de adaptacion que transforma un saber
sabio o saber cientifico en un saber objeto de ensefianza. Se desarrolla en gran parte en la
comunidad cientifica y se prosigue en los medios cultos, mas precisamente en la noosfera.

Validacion: Considerar la validez, la factibilidad de una solucion. En fases experimentales,
analisis al que se somete un instrumento o dispositivo de recoleccion de datos, con relacion a
su potencialidad predictora de comportamientos o resultados.

Variable didactica: (De la TSD) Todo elemento de una actividad que puede ser modificado por
el ensefiante, de modo de provocar un salto cognitivo, un cambio en la estrategia que pone en
funcionamiento el alumno, con el objeto de que alcance el saber deseado. En Matematica,
puede tratarse de un nuimero, una funcién, una restriccion, la organizacion de la clase, un
instrumento tecnoldgico, etc.

Vector: (Del AL) Todo elemento de un espacio vectorial.
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Analisis de los obstaculos en la construccion del concepto
de Dependencia Lineal de vectores en alumnos de primer
ano de la universidad

Capitulo I

Introduccion
1.1 ¢Por qué esta tesis?

Encaramos este trabajo, a la luz de la idea de que “El primer paso que debe dar un docente, para
encontrar el camino hacia una ensefianza de calidad, es reconocer que la persecucion de la
excelencia en la instruccion, es una meta digna.” (Cowen, 1997). Esta concepcion, guiara de aqui
en adelante nuestra labor.

En segundo lugar deseamos clarificar las razones que movilizaron el abordaje del andlisis de los
obstaculos que subyacen a la apropiacion de los conceptos de dependencia e independencia lineal
de vectores en alumnos de primer afio de la Universidad. Esas razones estan vinculadas, tanto a la
importancia intrinseca que estos conceptos aportan al seno del quehacer matematico y fuera de
¢l, como a las serias dificultades detectadas en nuestros estudiantes de primer afio, durante
décadas de docencia universitaria.

Asimismo, y mas allad de la relevancia que logren alcanzar los resultados obtenidos, intentamos
esclarecer, aunque sea minimamente, las razones que ocasionan la carencia de comprension de
estas nociones, de modo de convertirnos, quiza algun dia, en mejores acompafantes de los
procesos internos que construyen nuestros estudiantes en su camino hacia el conocimiento.

A continuacion, nos explayaremos en las dos cuestiones que hemos apuntado y que avalan la
pertinencia del presente trabajo.

.1.1 La importancia de los conceptos en la formacién matematica

El titulo de este apartado sugiere que pretendemos argumentar que los conceptos que nos ocupan
son importantes porque su aprendizaje permite a los estudiantes el entendimiento de otras
nociones matematicas, y lo mas ‘lamentable’, que es cierto. Pero, esta declaracion requiere una
suerte de explicacion, de lo contrario corremos el riesgo de que se interprete legitimamente que
su importancia recae Ginicamente en el contexto intramatemético'. Veamos:

' Si un ejercicio hace referencia unicamente a estructuras, simbolos y objetos matematicos y no alude a cuestiones
ajenas al universo matematico, el contexto del ejercicio se considera intramatematico; por el contrario, si la situacion
no se plantea en términos matematicos explicitos, sino que hace referencia a objetos del mundo real, se dice que su
contexto es extramatemadtico.
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Los conceptos de dependencia e independencia lineal de vectores estdn inmersos en el topico de
Espacios Vectoriales del dominio del Algebra Lineal y constituyen ideas que subyacen a otros no
menos fundamentales conceptos como generador, base, dimensién, rango, determinante,
matrices, sistemas de ecuaciones lineales, funciones, n-Uplas reales, polinomios, complejos,
transformaciones lineales, autovalores y autovectores, todas nociones centrales que resuelven
diversos problemas en el campo de la Fisica, la Quimica, la Ingenieria, la Economia, la Ecologia,
la Informatica.

Por lo tanto, si bien es cierto que aquellos conceptos son buenas herramientas para hacer ‘mas
matematica’, la existencia de estas ‘nuevas matematicas’ estdn sobradamente justificadas por sus
multiples aplicaciones, de las que damos a continuacion, una lista no exhaustiva ni demasiado
ordenada.

Las nociones del Algebra Lineal son empleadas:

por los buscadores de Internet para ofrecer al usuario una lista ordenada de sitios;
para desplegar un grafico sobre la pantalla de una computadora;
en muchos algoritmos de compresion de la informacion que son imprescindibles para hacer
posibles las comunicaciones modernas, por ejemplo en un archivo .jpg;
o en codificacion, criptografia y para proteger la integridad de la informacién cuando se la
almacena en un disco compacto o se la transmite por cualquier canal;
para analizar como se distribuyen los esfuerzos en cualquier estructura sometida a cargas;
para describir los movimientos del brazo de un robot para controlarlo y ponerlo a realizar
alguna tarea;
para describir el esquema de conexiones en cualquier red de cualquier naturaleza;
para ordenar la informacion de muchos problemas combinatorios para tratarlos;
para resolver problemas de optimizacion insumos-produccion en economia;

© © O ©

como algunas de las herramientas necesarias para ajustar un conjunto de observaciones a los
modelos tedricos disponibles;

en los procesos de optimizacidon necesarios para una gestion eficiente;

en el balance de compuestos quimicos;

en Oceanologia, para estudiar la erosion de la arena, las mareas, los huracanes, el oleaje, el
movimiento de tiburones, etc.;

para estudiar la dindmica de poblaciones;

en la estimacion por minimos cuadrados;

en computos tomograficos;

en Teoria de Juegos;

en Teoria de la Informacion Genética;

© © © © O ©

en Teoria de Fractales.
(Listado adaptado y ampliado de Geometria y dalgebra lineal, 2005)
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A este cumulo de aplicaciones, nada triviales por cierto, nos parece oportuno agregar la opinioén
de destacados investigadores en el tema, acerca de la trascendencia de los conceptos que estamos
trabajando:

“Querriamos en este texto argumentar nuestro punto de vista general sobre el ejemplo
de dos nociones que estan entre las mas elementales del algebra lineal, las de
independencia y dependencia lineales. No hace falta decir que un buen aprendizaje de
estas nociones es indispensable para un entrenamiento satisfactorio en la teoria de los
espacios vectoriales.” (Dorier, 1996, p. 151).

“A nuestro parecer, los principales conceptos del curso de algebra son los conceptos
de grupo (representando mas la idea general de un sistema algebraico), de un Anillo
Euclideo (junto con las ideas del algoritmo Euclideo y la factorizacion tunica), de
relacion de equivalencia (junto con la idea de particion sobre clases) y de
dependencia lineal.” (Safuanov, 2003, p. 4).

“Uno de los conceptos fundamentales del algebra lineal es la nocién de dependencia
lineal de un conjunto de vectores.” (Muench, 1990, p. 1).

Y respecto al Algebra Lineal toda:

“Estoy muy feliz porque la necesidad del Algebra Lineal es ampliamente reconocida.
Es absolutamente tan importante como el calculo. No cedo nada al respecto, cuando
miro como se usa actualmente la matematica. Muchas aplicaciones son hoy discretas
mas que continuas, digitales mas que analdgicas, linealizables mas que erraticas y
cadticas. Entonces los vectores y las matrices son el lenguaje a conocer.” (Strang,
1998, p. v).

En general, consideran que el Algebra Lineal es una piedra angular en la Educacion Matematica
por cuanto desarrolla un idioma general e interdisciplinario, usado por todas las ciencias.

.1.2 Las dificultades observadas en el primer aino de la Ensefianza Superior

Basandonos en la teoria psicologica de la actividad, una de cuyas tesis defiende que “No se puede
separar el saber del saber hacer, porque siempre saber es saber hacer algo, no puede haber un
conocimiento sin una habilidad, sin un saber hacer.” (Talizina, 1985), deberiamos poder esperar
que los alumnos respondieran, sin dificultad alguna, preguntas que requieren un dominio basico
de los conceptos y que presuponen la construccion de una minima red interna entre los mismos.
Sin embargo, es muy frecuente constatar que los estudiantes, luego de la instruccion y la
ejercitacion tradicional, en general de corte netamente algoritmico y cuyo montaje describimos en
el subapartado IV.1.2.1, pp. 65-70, son incapaces de responder, en forma inmediata, preguntas
como las que se exhiben:
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1. El conjunto A de vectores, ;es linealmente dependiente o independiente?
4= {(_1a2a45'3) H (23'45'8a6)}

-1 2 4 -3
2. ¢Cudl es el rango de la matriz Bz{ }?

2 -4 -8 6
-1 2 4 -3
2 -4 -8 6
3. /;Cuanto vale el determinante 2.
a b ¢ d
e f g h

—-x+2y+4z =-3 )

4. ;Cudantas soluciones tiene el siguiente sistema
2x—4y—-8z=6

Como puede apreciarse, la respuesta a estas preguntas puede suministrarse luego de sdlo mirarlas,
debido a que requieren tinicamente haber comprendido el sentido de la dependencia lineal de un
conjunto de dos vectores de R”, esto es, la dependencia via la proporcionalidad de las respectivas
componentes, a la que podriamos denominar la mas ‘obvia’ de las dependencias. No obstante,
nuestros alumnos utilizan en sus respuestas los algoritmos tradicionales que se derivan de las
definiciones y teoremas.

Ante esta situaciéon nos preguntamos: ;puede suponerse que el alumno comprendié lo que
significa ser o no ser, linealmente independiente? ;Encuentra alguna relacion entre las
definiciones dadas y la posibilidad de contestar ‘al toque’, las cuatro preguntas del cuadro
anterior, donde la dependencia ‘salta a la vista’? ;No se deduce acaso, que solamente ha sido
capaz de retener procedimientos, sin alcanzar a otorgar sentido ni significado a sus acciones?

Estos resultados nos proveen evidencias claras sobre la existencia de una ‘dislexia’ entre el
discurso matematico escolar y el conocimiento aprendido por lo alumnos, es decir, una ruptura
que se percibe entre la presentacion en las aulas universitarias de los conceptos de dependencia e
independencia lineal y lo que se pretende que los alumnos sean capaces de resolver, a partir de la
adquisicion de aquellas nociones.

En este apartado solo pretendimos mostrar una suerte de ‘fotografia’ de la realidad de nuestras
aulas, sin embargo, el testimonio que sigue, y que corresponde al reporte de un comentario
vertido por un profesor durante un Seminario de Algebra Lineal para docentes de Educacién
Superior desarrollado en una universidad colombiana, es una de las tantas muestras de que el
conflicto no es tan solo nuestro, ni tampoco esta en la imaginacion de los investigadores:
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“Otra cosa que dijeron los profesores de Ingenieria Industrial es que para ellos es necesaria la
nocion de independencia lineal a la hora de resolver problemas de optimizacion y también la
nocién de base de un espacio vectorial, pero no solamente los algoritmos para calcular, por
ejemplo, una base de un espacio vectorial; sino principalmente la comprension clara de estos
conceptos. Y relatd que los profesores de Ingenieria dijeron que a ellos les tocaba volver a ensefiar
estos conceptos en los cursos de Optimizacion pues parecia que los estudiantes no los llegaban a
entender en los cursos de Algebra Lineal.” (Venegas, 2005. La cursiva es nuestra).

Este comentario alude obviamente a las dos aristas, que no casualmente, constituyen los ejes de
estos dos apartados, es decir, la importancia y las dificultades.

En fin, restan muchas cuestiones a explorar y corresponde a las investigaciones en matematica
educativa atender a esta necesidad de desentrafiar la complejidad de estos fenomenos didacticos”.

1.2 Planteamiento del Problema. Marco metodolégico

La necesaria delimitacién que requiere un trabajo con profundidad, nos ha conducido a plantear
la cuestion central del andlisis que pretendemos abordar, y que se halla fuertemente sugerida por
su titulo, dicha cuestion es:

¢ Cudles son los obstaculos con los que tropiezan los alumnos de primer ario de la Universidad
Nacional del Nordeste, en la construccion del concepto

de dependencia lineal de vectores?

La respuesta a este primer interrogante, permitird el analisis de dichos obstaculos, lo que
constituye el objetivo del presente trabajo. A su vez, este cuestionamiento de partida nos ha
llevado a establecer otras preguntas de base, que asumen la funcion de mediadoras, y que
estructuran las distintas fases de la investigacion, justificando cada uno de los capitulos,
secciones y apartados que mas adelante se desarrollan.

El tipo de trabajo que abordamos se enmarca en un estudio mixto descriptivo’-explicativo® segin
la clasificacion Dankhe (1986, en Hernandez, Fernandez y Baptista, 1994, p. 58), basado en la
observacion y recoleccion de datos; en algunos casos, a través del analisis historio-grafico, y en
otros, del analisis de contenido’. El enfoque predominante es el cualitativo hermenéutico-
interpretativo combinado, en algunos casos, con métodos cuantitativos.

* Entendemos por fenémeno diddctico a todo hecho que tiene lugar en el seno de las clases de Matematica, que se
?resenta con cierta regularidad, y que es de interés explorar con la finalidad de conocer sus origenes y explicaciones.
“Los estudios descriptivos buscan especificar las propiedades importantes de personas, grupos, comunidades o
cualquier otro fenomeno que sea sometido a analisis. (...) Desde el punto de vista cientifico, describir es medir. (...).”
(Dankhe, 1986, en Hernandez et al., 1994, p. 60).
* “Los estudios explicativos van mas alla de la descripcion de conceptos o fendmenos o del establecimiento de
relaciones entre conceptos; estdan dirigidos a responder a las causas de los eventos fisicos o sociales.” (Hernandez et
al., 1994, p. 66).
> En la aproximacion historio-grafica “se hace un esfuerzo para ilumninar situaciones actuales a partir de analizar con
profundidad las situaciones del pasado.” El analisis de contenido “es usado para investigar preguntas orientadas al
presente analizando las situaciones actuales.” (Farfan, 2001, p. 10).
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A continuacion, exponemos mediante un cuadro las nuevas preguntas, el lugar de este trabajo

donde se tratan, las unidades de andlisis, los métodos, las técnicas y los instrumentos.

Seccion Unidad de Técnica/
o r
N Pregunta Ap/Sub analisis Método Instrumento
¢Cudl es el origen historico y Descriptivo/ .,
1 | epistemologico de los conceptos 1.1 Bzigﬁsnﬁbm Analisis Eﬁgzl‘[?lrrlade la
involucrados? ) historio-grafico
¢Cudles son las dificultades y Descriptivo/
Documento. L .,
5 | propuestas que surgen de las .2 Articulo Analisis R;VlSlon dela
investigaciones existentes en el ’ Tesis ’ historio-grafico | Literatura
tema? y de contenido
¢ Qué contacto tuvieron los alumnos l():;:)mr:iz' Descriptivo/ Revision de
3 | en sus estudios secundarios con los IV.1.1 Do cgente d'e Analisis de Documentos oficiales.
conceptos en cuestion? Nivel Medio contenido Entrevistas informales.
Revision de
¢ Cudl es la organizacion del proceso Curriculo. Descriptivo/ E:;gﬁ:ggos (3)?;?(11?'
4 | didactico que de este tema se hace en | IV.1.2.1 | Programa. Guia. | Analisis de en 4
la UNNE? Nota didactica contenido .
Entrevista
estructurada.
¢ Qué presentacion muestran los Libro de texto Descriptivo/
5 | libros de texto utilizados en la IV.1.2.2 | obrante en Analisis de Revision bibliografica
UNNE? UNNE contenido
Conocimientos
¢ Qué dificultades intrinsecas v.2.l, Concento Descriptivo/ propios. Revision de la]
6 | plantean los objetos matematicos en v.2.2, De ﬁnilc)i(')ﬁ Analisis de Literatura.
estudio? V.23 ' contenido Informacion obtenida
en 2.
Curriculo. Descriptivo/
7 ¢Cudl es el campo conceptual de la V24 Programa. Guia. Anélis?s de Informacion obtenida
DL en la UNNE? - Nota didactica. . endyS5
Clases contenido
¢Cudles son las posibles técnicas, Curriculo
tecnologias, teorias y registros Pro rama' Guia Descriptivo/ Informacién obtenida
8 | disponibles en la UNNE, para V.25 grama. tld. | p4lisis de
i Nota didactica. . en4,56y7
resolver dos tareas especificas del Clases contenido
tema?
¢Cudles son las técnicas que utilizan Descrin/Expl
los estudiantes de la UNNE, para Alumno de la Anélis?s cugnti- Resolucion de dos
9 | resolver las dos tareas analizadas en V.1.1 UNNE cualitativo de tareas/
8, cudles son sus errores, cual es su contenido formato papel
rendimiento?
A - . Profesor de Descrip/Expl Resolucion de un
10 ¢Qué conocimiento tienen sobre el V.1.2 | Ensefianza Analisis cualit roblema/formato
tema los Profesores de Nivel Medio? o . uait. 1 p
Media de contenido papel
¢Cudl es la concepcion que tienen . .
los profesores de la UNNE en Profesor de la Des,C.HP/EXpl. Entrevista
11 . - V.13 Analisis cualit. | estructurada/formato
relacion con la ensefianza y UNNE : .
. de contenido electronico
aprendizaje del tema?
¢ Construyen los alumnos la red Alumno de la Descrip/Expl E;gie_z;stzg&?:éz de
12 | interna que subyace a las V.14 UNNE Analisis cualit. debate orunal/
definiciones de DL e IL? de contenido Brups .
grabacion video-audio
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Como puede observarse, se prevé que la informacidon obtenida en algunas de las etapas sea
utilizada en las fases posteriores en que resulte pertinente.

En el Capitulo V, describimos con mas detalle los aspectos metodologicos de la fase
experimental, esto es, el disefio de los instrumentos, el objetivo que persiguen, el perfil de los
personajes intervinientes y la forma en que se analizan los datos recogidos.

Con el proposito de situar nuestro problema y los interrogantes que lo conforman, dentro de un
conjunto de conocimientos que permita orientar nuestra busqueda, nos ofrezca una
conceptualizacion adecuada de los términos que utilizamos y nos brinde normas no ambiguas de
correspondencia entre la teoria y los hechos observables; describimos previamente el Marco
Teorico de referencia, a lo largo de los seis ejes del Capitulo II.

Asimismo, debido al cardcter descriptivo y explicativo del trabajo que reportamos, deseamos
dejar en claro que no planteamos hipdtesis alguna, mas que el supuesto de la existencia de
obstaculos en la construccion de los conceptos de dependencia e independencia lineal de
vectores en alumnos de primer aiio de la UNNE.
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Capitulo I1
Un Marco Tedrico para el desarrollo del presente trabajo

Este capitulo tiene como propdsito establecer un corpus minimo de conceptos teodricos
especificos del campo de investigacion en el que se desarrolla el presente trabajo, a fin de dotarlo
de un sistema coordinado y coherente de nociones y proposiciones desde las cuales explicar,
describir, justificar, analizar, fundamentar y argumentar, tanto las indagaciones como nuestras
interpretaciones, en el abordaje del problema planteado.

Es asi que, en las secciones que siguen, describimos las herramientas o constructos que
constituyen el marco teorico de referencia, con el que se pretende dar luz sobre las preguntas de
investigacion que sustentan la etapa empirica, comenzando con el esclarecimiento de lo que se
entiende por esta relativa nueva ciencia que se interesa en el juego que se realiza entre el docente,
los alumnos y un saber, cuya apropiacion deviene problematica.

II.1 Matematica Educativa - Didactica de la Matematica - Educaciéon Matematica

Nuestro trabajo se enmarca en el dominio de la Matematica Educativa, Didactica® de la
Matematica o Educaciéon Matematica. Esta cadena de disyunciones, que puede apreciarse como
poco prolija y que parece proclamar alglin tipo de indecision o desencuentro en relacion con la
denominacién que damos a esta disciplina, responde a las distintas culturas que la han tomado
como objeto de estudio. Cantoral y Farfan (2000) lo expresan de la siguiente manera:

“Durante las ultimas décadas hemos visto aparecer al seno de la comunidad de
educadores matematicos, didactas de la matematica o de los matematicos educativos
(segin se trate de la tradicion de escuela' que les cobije), sectores académicos
universitarios que se ocupan del estudio de los procesos (...).” (p. 1).

“! El nombre de Matematica Educativa da a nuestra disciplina una ubicacién
geografica y conceptual; en el mundo anglosajon, el nombre que le han dado a la
practica social asociada es el de Mathematics Education, mientras que en la Europa
continental le han llamado Didactica de las Matematicas, Didactique des
Mathématiques, Didaktik der Mathematik, por citar algunas de las escuelas mas
dinamicas (pie de p. 1).

Farfan (2001) completa la idea agregando:

% Nos referimos a la didactica fundamental que nacié cuando Brousseau vislumbro por primera vez la necesidad que
tenia la didactica de utilizar un modelo propio de la actividad matematica, dado que los modelos epistemologicos
usuales no habian sido construidos para responder a los mismos problemas que se plantea la didactica, y que,
histéricamente se corresponde con las primeras formulaciones de la teoria de las situaciones didacticas. (Gascon,
1998)
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“El término matematica educativa, al parecer, se acuiid en México. La matematica
educativa en tanto una disciplina del conocimiento es, a todas luces, una disciplina
emergente y, como tal, ha desarrollado sus paradigmas mucho mas recientemente de lo
que podria creerse.” (pie de p. 1).

Sin embargo, no todos los investigadores consideran como sindnimos a estos términos; por
ejemplo, basandose en el hecho obvio de que el término ‘educacion’ es mas amplio que el
término ‘didactica’, Godino (2003), refiriéndose a Rico, Sierra y Castro (2000, p. 352), reporta
que:

“(...) entienden a la Educacion Matemadtica como «todo el sistema de conocimientos,
instituciones, planes de formacion y finalidades formativas» que conforman una
actividad social compleja y diversificada relativa a la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. La Didéctica de la Matematica la describen estos autores como la
disciplina que estudia e investiga los problemas que surgen en educacion matematica
y propone actuaciones fundadas para su transformacion.” (p. 2).

No obstante ello, casi la totalidad de los investigadores, comprendido entre ellos el mismo
Godino (2003), utiliza indistintamente las tres denominaciones y esa es la postura que adoptamos
a lo largo del presente trabajo.

También existe una gran gama de definiciones de los objetivos y del campo de estudio de esta
disciplina; muy lejos de pretender ser exhaustivos, agregamos a la de Rico et al. (2000), unas
pocas mas, algunas de las cuales fueron completadas y ampliadas por los mismos autores en
publicaciones posteriores:

Brousseau (1989):

“(...) ciencia que se interesa por la produccion y comunicacion de los conocimientos
matematicos, en lo que esta produccidon y esta comunicacion tienen de especificos”,
indicando como los objetos particulares de estudio:

* Las operaciones esenciales de la difusion de los conocimientos, las condiciones de
esta difusion y las transformaciones que produce, tanto sobre los conocimientos como
sobre sus usuarios.

* Las instrucciones y las actividades que tienen por objeto facilitar estas operaciones.

” (p. 3).
Chevallard (1980):

“El verdadero objetivo de la Didactica es la construccion de una teoria de los
procesos didacticos que nos proporcione dominio practico sobre los fendmenos de la
clase.” (p. 152).
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Gascoén (1998):

“El enfoque antropoldgico toma como objeto primario de investigacion el proceso
(institucionalizado) de estudio de una obra matematica. Abreviadamente podemos
decir que, desde este punto de vista, la Didactica es la ciencia del «estudio»’
(incluyendo la ayuda al «estudio») de las matematicas. Su objetivo es llegar a
describir, caracterizar y explicar (pero también disefiar, ayudar a gestionar y evaluar)
los procesos de estudio de las comunidades que se ven llevadas a estudiar
matematicas en el seno de ciertas instituciones.
7 Para entender el alcance de la nocién de «estudio» tal como aqui se utiliza, no hay que olvidar

que en los ultimos desarrollos del enfoque antropoldgico, toda actividad matematica
institucional se modeliza mediante la nocidn de proceso de estudio de una obra Matematica (en

el seno de dicha instruccion. (pp. 18-19).
)

En adelante la didéactica de las matematicas puede seguir siendo considerada como la
ciencia de los fenomenos y los procesos didacticos, con la condicion de que
«diddctico» se entienda como «relativo al estudio de las matemadticas».” (p. 20).

Godino (2003):

“Consideramos que la Educacion Matemadtica es un sistema social, heterogéneo y
complejo en el que es necesario distinguir al menos tres componentes 0 campos:

* La accion practica y reflexiva sobre los procesos de ensenanza y aprendizaje de las
matematicas.

* La tecnologia didactica, que se propone desarrollar materiales y recursos, usando
los conocimientos cientificos disponibles.

* La investigacion cientifica, que trata de comprender el funcionamiento de la
ensenanza de las matematicas en su conjunto, asi como el de los sistemas didacticos
especificos (profesor, estudiantes y conocimiento matematico).

Estos tres se interesan por un mismo objeto —el funcionamiento de los sistemas
didécticos-, e incluso tienen una finalidad ultima comln: la mejora de la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas (...).” (p. 38).

Steiner (1985, p. 11, en Godino, 2003), fue uno de los que reclam6 al respecto, y en forma
vehemente, la necesidad de:

“(...) una base tedrica que nos permita una mejor comprension e identifique las
diversas posiciones, aspectos e intenciones que subrayan las diferentes definiciones
de Educacion Matematica en uso, para analizar las relaciones entre estas posiciones y
conjuntarlas en una comprension dialéctica del campo total.” (p. 29).
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En su tesis doctoral, Grecia Galvez (en Parra y Saiz (comps.), 1994) sostiene que:

“[La didéctica] se plantea, en otros términos, la investigacion cientifica de los
procesos que tienen lugar en el dominio de la ensefianza escolar de las matematicas.”

()

“Se parte de la base de que el conocimiento de los fendmenos relativos a la ensefianza
de las matematicas no es un resultado de la simple fusion de conocimientos
provenientes de dominios independientes, como son las Matematicas, la Psicologia y
la Pedagogia, sino que requiere de investigaciones especificas.” (pp. 40-41).

Aqui convendremos que se trata de una disciplina cientifica autdbnoma que emergi6 en la década
de los setenta, con la pretension de impactar positivamente en los sistemas educativos; que pone
el acento en el estudio de los procesos de pensamiento propios del quehacer matematico, mas
bien que en la mera transferencia de contenidos y que se cuestiona sobre como aprenden
Matematica los estudiantes. Este objetivo la ha llevado a plantearse sus propios interrogantes,
desde una postura epistemologica, cognitiva, didactica y sociocultural, respecto a como construyo
el conocimiento matematico la humanidad a lo largo del devenir historico; cual es el significado
que los alumnos atribuyen a los términos, simbolos, conceptos y proposiciones de las obras
matematicas, y cudles son las actividades que favorecen el desarrollo del pensamiento
matematico en los alumnos. Si bien recibe aportes de otras disciplinas, ha estructurado sus
propios constructos tedricos como ‘la transposicion didactica’, ‘los obstaculos epistemoldgicos’,
‘el contrato didactico’, ‘las variables didacticas’, ‘la institucionalizacion’, ‘la ingenieria
didactica’, etc.

Finalmente, queremos expresar que concebimos a la Matematica como la Ciencia de la cantidad,
entendiendo a ésta como todo aquello que admite ser sometido a transformacion, ya sea un objeto
o fendomeno, ya sea un nimero, un signo o un simbolo, siempre que la significacion de éstos sea
perfectamente definida. Esta ciencia descansa en verdades necesarias, evidentes y universales de
las que se deducen, por el procedimiento de la demostracion, otras verdades que tienen los
mismos caracteres de necesidad, universalidad y certidumbre que las primeras nociones de que
parten. Su etimologia (Mathesis-Ciencia) manifiesta el justo aprecio, la distinguida consideracion
y la elevada importancia que, como la ciencia por antonomasia merecid de los antiguos, el
conjunto de conocimientos que tal nombre recibiera. La Matematica busca las relaciones que
determinan las leyes inmutables que rigen el mundo, y sus objetos, enteramente creados por el
espiritu, se imponen a la experiencia material en virtud de una misteriosa concordancia entre el
pensamiento y la realidad exterior. Su importancia se reconoce a priori, en la indole trascendental
de su objeto, y a posteriori, en la aplicacion universal de su fin. No sélo es una ciencia de
razonamiento puro, sino que es el modelo de esta clase de ciencias, y su conjunto, forma el
sistema de verdades mas bello y completo que ha podido constituir la razén humana.
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1.2 Los obstaculos epistemolégicos

Brousseau en 1976, y mas tarde, todas aquellas teorias sustentadas en el ‘significado’,
incorporaron a la Didactica de la Matematica la nocion de obstdaculo epistemologico creada en
1938, en el seno de la epistemologia de las ciencias experimentales, por el filésofo y
epistemologo Gaston Bachelard, quien expuso su idea asi:

“Cuando se investigan las condiciones psicologicas del progreso de la ciencia, se llega
muy pronto a la conviccion de que hay que plantear el problema del conocimiento
cientifico en términos de obstdaculos. No se trata de considerar los obstaculos externos,
como la complejidad o la fugacidad de los fendémenos, ni de incriminar a la debilidad de
los sentidos o del espiritu humano: es en el mismo acto de conocer, intimamente, donde
aparecen, por una especie de necesidad funcional, los entorpecimientos y las
confusiones. Es ahi donde mostraremos causas de estancamiento y hasta de retroceso,
es ahi donde discerniremos causas de inercia a las que llamaremos obstaculos
epistemologicos.” (Bachelard, 1938, p. 187. Destacado en la traduccion del original).

También es Brousseau (1983) quien redefine los obstaculos epistemologicos, en términos de la
Teoria de Situaciones Didacticas, cuyo andlisis retoma en un texto del afio 1988 donde precisa
particularmente que el trabajo de busqueda de dichos obstaculos consiste primero en:

a) Encontrar los errores recurrentes, mostrar aquellos que se reagrupan alrededor de
concepciones.

b) Encontrar obstaculos en la historia de las matematicas.

c) Confrontar los obstaculos historicos con los obstaculos de aprendizaje y establecer
su caracter epistemologico (Brousseau, 1988, en Artigue, 1990, p. 259).

A su vez, Duroux (1982, en Brousseau, 1983) precisa las condiciones que debera satisfacer un
conocimiento para poder ser declarado un ‘obstaculo’ en el sentido de Bachelard, y en franca
oposicion a Glaeser, lo distingue de una ‘dificultad’, ya que es en las dificultades donde se
pueden encontrar las indicaciones de un obstaculo.

Brousseau (1988, en Artigue, 1990) recrea las caracteristicas enunciadas por Duroux, de la
siguiente manera:

a) Un obstaculo serd un conocimiento, una concepcion, no una dificultad o una falta
de conocimiento.

b) Este conocimiento produce respuestas adaptadas a un cierto contexto encontrado
frecuentemente.

c) Pero ellos engendran respuestas falsas fuera de este contexto. Una respuesta
correcta y universal exige un punto de vista notablemente diferente.
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d) Ademas, este conocimiento resiste a las contradicciones a las cuales es confrontado
y al establecimiento de un conocimiento mejor. No es suficiente poseer un
conocimiento mejor para que el precedente desaparezca (lo que distingue el
franqueamiento de obstaculos de la acomodacion de Piaget). Es pues indispensable
identificarlo e incorporar su rechazo al nuevo saber.

e) Después de la toma de conciencia de su inexactitud, continia manifestandose de
modo intempestivo y obstinado (p. 259).

Los obstaculos epistemoldgicos constituyen entonces, a criterio de Brousseau (1983), una
categoria de obstaculo cognitivo junto a los llamados de origen ontogénico, que sobrevienen
debido a las limitaciones del individuo, neurofisiolégicas entre otras, en un momento de su
desarrollo; y de origen didactico, que identifica como aquellos que parecen depender solo de una
eleccion o de un proyecto dentro de un sistema educativo, por ejemplo la presentacion elegida
para un determinado contenido.

También Sierpinska (1992), en el contexto del entendimiento del concepto de funcion, dirige su
mirada a la nocion de obstaculo epistemologico. Se refiere a éstos sefialando que parecen
pertenecer al significado de los conceptos en si mismos, no depender de una manera particular de
instruccion, afectar a muchos individuos y haber sido generales alguna vez o en alguna cultura.
Cuestiona que la historia de los conceptos matematicos sea generalmente presentada como si el
desarrollo del concepto siguiera una curva uniforme con pendiente positiva y que no puede ser
modelado de esa manera. Que a mayor profundidad cognitiva ocurren catastrofes, actos cruciales
de comprension que consisten en rupturas abruptas con una cierta clase de conocimiento
superando un obstaculo y no en un desarrollo uniforme de antiguos conocimientos a nuevos.
Finalmente, concluye con un pensamiento de Byres: “no hay un camino sin dolor para aprender”
[...] “la verdadera tarea educativa consiste en manejar la tension, no en eliminarla.”

El investigador mexicano Albert Huerta (2000) describe los obstaculos que se presentan en el
sistema didactico, sus caracteristicas y sus origenes, confiriendo el estatus de ‘dificultad
intrinseca’ a los obstaculos epistemologicos de un objeto o procedimiento matematico. Ademas
de senalar el rol del profesor, esboza las condiciones que deberian poseer las situaciones
didacticas para permitir la construccion de un nuevo conocimiento a partir de la superacion de
aquellos obstaculos. El autor se ocupa y preocupa por dejar en evidencia la importancia de
incorporar, de manera efectiva a la Ensefianza de la Matemadtica, los resultados de las
investigaciones de indole epistemoldgico, esto es, la relevancia que tiene el conocimiento de los
obstaculos epistemoldgicos y su propio origen, en el disefio de las Ingenierias Didacticas’.

7 La Ingenieria Didactica es una metodologia especifica acufiada en la Escuela Francesa de Didactica de las
Matematicas que se basa en un analisis y control a priori de las situaciones que se ponen en juego dentro del proceso
experimental y cuyas hipdtesis seran confirmadas o rechazadas en contraste con la realizacion efectiva de la
experiencia; se trata de una forma de trabajo didactico que pone el acento en el estudio de procesos constructivos,
que cumple también la funcidén de producir material para la ensefianza.
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Son ejemplos clésicos de obstaculos epistemologicos, los siguientes:

o La incorporacion de los nimeros irracionales al campo numérico que implica un rompimiento con
los racionales y la idea de conmensurabilidad;

o la vision global de la tangente a una curva, contra la local que se hace necesaria para adquirir la
nocion de derivada en un punto;

o el modelo aditivo a+a+...+a=na para el modelo multiplicativo. Esta adicion repetida no puede ser
generalizada para introducir multiplicaciones en otros campos, por ejemplo 3,5x1,3;

o el usar la palabra ‘veces’ para dar significado al signo x, que pierde sentido en el producto 3x4

cuanto éste quiere significar, por ejemplo, la cantidad de maneras en que puede vestirse Maria, si

tiene 3 camisas y 4 polleras (;3 veces 4 polleras 6 4 veces 3 camisas?)®.

la creencia de que todas las funciones son continuas y diferenciables en todos sus puntos;

identificar la nocion de funcion con sus expresiones analiticas o sus graficas;

trasladar la suma de enteros a la suma de fracciones 3/4+5/3=8/7;

la afirmacién «”=0 que proviene de considerar ¢ multiplicada por si misma 0 veces;

© © © © ©

la afirmacion (a+b)’ = @’ + b* que proviene de trasladar a la suma, la distributividad de la
potenciacion hacia el producto.

Muchos autores otorgan a los obstaculos epistemoldgicos aspectos positivos y negativos a la vez.
Nuestro aporte en este sentido viene de la mano de la psicologia social a través de la llamada
resiliencia. “El vocablo resiliencia [también resilencia] tiene su origen en el idioma latin, en el
término resilio que significa volver atras, volver de un salto, resaltar, rebotar” (Kotliarenco et al.,
1997, p. 5), y ha sido adaptado a la psicologia para caracterizar la ‘capacidad humana para hacer
frente a las adversidades, superarlas y salir de ellas fortalecido o incluso transformado’. En
algunos paises el término se emplea unicamente en el campo de la ingenieria para describir la
‘capacidad de un material de recobrar su forma original después de someterse a una presion
deformadora’.

Si bien no se adjudican los obstaculos epistemoldgicos a las metodologias de ensefianza ya que
son inherentes a un estado a priori del nuevo cuerpo de conocimientos, entendemos que la
resiliencia es el término mas adecuado para designar la capacidad de los estudiantes, cuyo
desarrollo recaeria en los educadores, a través de los resultados de las investigaciones, para hacer
frente a aquellos obstaculos. Esta afirmacion se sustenta en la idea de que la resiliencia, que no
debe confundirse con la invulnerabilidad, “distingue dos componentes: la resistencia frente a la
destruccion, esto es, la capacidad de proteger la propia integridad bajo presion; y por otra parte,
mas alld de la resistencia, la capacidad para construir un conductismo vital positivo pese a
circunstancias dificiles” (Vanistendael, 1994, en Kotliarenco et al., 1997, p. 6).

¥ Ejemplo tomado de Saiz (1995).
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Esta capacidad dual, de resistir y construir a la vez, estaria presente en el alumno, al momento de
ser enfrentado a un obstaculo que ha sido identificado como epistemologico. Cuando un aprendiz
afirma que (a+b)’ = a’+b° esta resistiendo, ‘protegiendo su propia integridad’, ajustando su
respuesta a conocimientos anteriores, vuelve de un salto, vuelve hacia atras. Se trata de una
solucion de compromiso, “una negociacion que las personas hacen frente a las situaciones de
riesgo” (Rutter, 1986, en Kotliarenco et al., 1997, p. 3). Cuando logra superar ese estado, es que

puede construir el nuevo conocimiento, cuando aumenta la resiliencia, la fragilidad decrece.

1.3 La Transposicion Didactica. Praxeologias Matematicas

Sin pretender agotar todos los adjetivos posibles, diremos que ‘el saber’ puede ser producido,
transformado, comunicado, ensefiado, aprendido, utilizado, ignorado, resistido o rechazado. En
este apartado, nos ocuparemos de los cinco primeros.

El saber producido por un miembro de una comunidad cientifica es, en general, el resultado de un
trabajo lento y prolongado, caracterizado por avances y retrocesos, pausas y fracasos, conjeturas,
afirmaciones y refutaciones, alegrias e insatisfacciones, y en muchos casos, empapado de una
gran dosis de intuicion. Asi describe Hamilton, en 1858, su hallazgo de los cuaterniones’:

“Marnana sera el quince aniversario de los cuaternios. Vinieron a la vida, o a la luz,
completamente maduros, el 16 de octubre de 1843, cuando paseaba con la sefiora
Hamilton hacia Dublin, al llegar al puente de Brougham. Alli, y en aquel momento,
senti que el circuito galvanico del pensamiento se cerraba, y las chispas que saltaron
de ¢l fueron las ecuaciones fundamentales que ligan i, j, k£ [los nuevos nimeros que
hacen el papel de i de los complejos], exactamente tal como los he usado siempre
desde entonces... Senti que en aquel momento se habia resuelto un problema, que se
habia satisfecho una necesidad intelectual que me habia perseguido por lo menos
quince afios.” (Hamilton, 1858, en Guzman, 2001) (Lo indicado entre corchetes
pertenece al autor).

Cuando un matematico desea comunicar el saber que ha producido, se desencadena un proceso de
analisis reflexivo de conceptualizacion que supone la desnaturalizacion de ese saber que consiste
en desprenderse de los contextos que lo han llevado en cierta direccion y de sus motivaciones
personales, en ocultar sus reflexiones inutiles, los errores cometidos y los procederes erraticos y a
su vez, en encontrar la teoria mas general en la que el nuevo saber que ha creado, son valederos.
Este proceso se sintetiza afirmando que el productor del conocimiento despersonaliza,
descontextualiza y destemporaliza lo mas posible sus resultados.

? En el subapartado II1.1.2 de este trabajo, se describe el contexto historico-matematico en el cual Hamilton crea los
cuaterniones.
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De la misma manera, cuando el conjunto de todas las personas o instituciones que participan en el
disefio de la ciencia que hay que ensefar, conjunto al que Chevallard (1985/1991, p. 28)
denomina noosfera'’, deciden que un cierto contenido debe ser incorporado al sistema diddctico
(inmerso en el sistema de enserianza y a su vez, en el sistema politico), ese saber:

“(...) sufre a partir de entonces un conjunto de transformaciones adaptativas que van a
hacerlo apto para ocupar un lugar entre los objetos de enserianza. El «trabajo» que
transforma un objeto de saber a ensefiar en un objeto de ensefianza, es denominado la

11 5

transposicion didactica ".” (op. cit., p. 45).

Aquella noosfera de la que hablamos, que es la esfera donde se piensa el funcionamiento
didactico, esta constituida por integrantes de las fuerzas politicas, didactas en la especialidad,
autoridades educacionales, docentes, agrupaciones de padres, autores de libros de texto, editores.
Esta reconstruccion escolar de las matemdticas, que integra las actividades matemdticas
institucionales, y que tiene su origen en la propia institucion de produccion del saber, pero
prosigue en los medios cultivados, se inscribe en la llamada Teoria Antropolédgica de lo Didactico
(TAD), debida al francés Yves Chevallard, que propone un modelo epistemoldgico caracterizado
fundamentalmente por tres elementos: el sistema diddactico como marco sistémico de referencia;
la transposicion didactica, como la teoria en la que enmarcar los fendmenos de transito del saber
entre instituciones; la nocioén de praxeologia, como marco conceptual que estructura la nocion de
saber.

La TAD (Chevallard, 1999/2002, pp. 1-6) situa la actividad matemdtica, y en consecuencia la
actividad del estudio en Matematicas, en el conjunto de actividades humanas y de instituciones
sociales 'y describe estas actividades, y el saber que de ellas emerge, en términos de
organizaciones o praxeologias matemadticas que son entidades compuestas por:

a) las tareas, que generalmente se expresan a través de un verbo y se refieren a una labor
especifica [p. ej. demostrar que el conjunto de vectores {(1,2), (3,5), (-2,3)}c R? es linealmente
dependiente], tipos de tareas relativas a un objeto preciso [p.ej. demostrar que un conjunto de
vectores es linealmente dependiente] y género de tareas que requiere un determinativo [p. ej.
demostrar]. Tanto las tareas, como los tipos de tareas y los géneros de tareas son “artefactos”,
“obras”, construcciones institucionales, cuya reconstruccion en tal institucion, y por ejemplo en

tal clase, es el objeto mismo de la Didactica.

1% Segtin Dorier (2000, pp. 23-24), Chevallard, tomé el término ‘noosphére’, que literalmente significa “el lugar
donde se piensa”, de Teilhard de Chardin, para referirse a los diferentes lugares donde se prepara un saber con vistas
a ser ensefiado.

"' Seglin Vergnaud et al. (coord.) (1994/1997, pp. 64, 65) el término ‘transposicion didactica’ fue acufiado
simultanea e independientemente en Francia por Chevallard (1985), quien puso el acento en el conocimiento por
enseflar, y en Suiza, por Conne (1981), que se interes6 mas por el conocimiento realmente ensefiado, que esta
determinado en parte por las reacciones de los alumnos.
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b) los tipos de técnicas (del griego tekhné, saber hacer) que son las distintas maneras de realizar
las tareas [p. ej. demostrar que aquel conjunto de vectores es linealmente dependiente a partir de
observar que contiene mas de dos vectores de R*]. Una técnica puede no tener éxito para la
totalidad de tareas de un cierto tipo, de lo cual surge cierta jerarquia entre las mismas. Las
técnicas no son necesariamente de naturaleza algoritmica, aunque en determinadas instituciones,
y en relacion con cierto tipo de tareas, puede observarse una fuerte tendencia a la algoritmizacion,
de la misma manera que existe un pequefio nimero de técnicas institucionalmente reconocidas en
tal o cual institucion.

c) las tecnologias que son los discursos racionales (el logos) sobre las técnicas, las justifican,
describen, explican y aclaran para asegurarse de que permiten realizar las tareas que se pretende,
esto es, las hacen inteligibles y dicen por qué la técnica es correcta [p. €j. observar que el nimero
de vectores de nuestro conjunto es superior a dos para demostrar que se trata de un conjunto
linealmente dependiente, es una técnica que queda justificada por la proposiciéon: “en R% no
existen mas de dos vectores linealmente independientes”]. En numerosos casos, algunos
elementos tecnoldgicos estan integrados en la técnica (hacen y explican a la vez), como asi
también, hay tecnologias potenciales a la espera de técnicas.

d) las teorias (del griego theodros: espectador que miraba la accidon sin participar) que
fundamentan y organizan los discursos tecnoldgicos, y a la que hoy dia se le asigna el sentido de
“especulacion abstracta”. Las teorias tienen, en relacion a las tecnologias, el mismo rol que las
tecnologias tienen respecto a las técnicas [p. ¢j., la proposicién “en R?, no existen mas de dos
vectores linealmente independientes” puede surgir como consecuencia de la nocidon de cardinal
de cualquiera de las bases de R?, es decir, de su dimension, y de la definicién de independencia
lineal, todo ello inmerso en la teoria general del AL].

La cuaterna compuesta por un unico tipo de tareas, por al menos una técnica, una tecnologia y
una teoria, ha recibido el nombre de praxeologia puntual, constituyendo el tipo de tareas y las
técnicas, un bloque prdctico-técnico, y las tecnologias y la teoria un bloque tecnoldgico-teorico.
A las organizaciones centradas en una tecnologia determinada, se las ha denominado locales y las
formadas alrededor de una teoria, regionales (op. cit.).

Respecto al saber, Bosch (2000) agrega:

“Los tipos de problemas y los tipos de técnicas constituyen el «saber-hacer»
matematico, mientras que los discursos tecnologicos y teodricos conformarian el
«saber» matematico propiamente dicho.” (p. 2).
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1.4 EI Contrato Didactico. Las Variables Didacticas

En este apartado nos referimos a dos constructos tedricos de la didactica fundamental que
permiten interpretar, analizar y explicar los fenomenos didacticos, en relacion directa con el
conocimiento matematico involucrado, en los procesos de gestion del estudio.

El contrato didactico

Es muy conocido el hecho de que un grupo de investigadores franceses decidid recorrer las
escuelas de Francia suministrando el problema:

"En un barco hay 7 cabras y 5 ovejas ;Qué edad tiene el Capitan?",

y que 67 de 97 estudiantes, entre 7 y 10 afios, respondieron la edad del capitan realizando
operaciones con los nimeros del enunciado, y tan so6lo unos pocos dijeron que la pregunta era
‘absurda’ porque no tenia relacion con los datos que proveia el enunciado.

Este hallazgo, que en un andlisis apresurado puede apreciarse como un caso mas de constatacion
de ausencia de razonamiento en los pequefios estudiantes y pasar a engrosar las ya numerosas
estadisticas de fracaso en la ensefanza de las matemadticas, es interpretado por Brousseau como
‘la respuesta a lo que el docente espera de €1’, ya que los alumnos presuponen que ‘si el docente
ha dado esa tarea, entonces esa tarea tiene sentido y es posible hallar una respuesta’. Esta
situacion debe enmarcarse en una distorsion de lo que se ha dado en llamar el contrato didactico.
Brousseau (1980, en Sarrazy, 1996, p. 86) concibid inicialmente al contrato didactico como: "El
conjunto de comportamientos (especificos de los conocimientos ensefiados) del maestro que son
esperados por el alumno y el conjunto de comportamientos del alumno que son esperados por el
maestro."

En el seno de la negociacion del contrato didactico tiene lugar la llamada devolucion que es el
acto mediante el cual el docente (emulando al rey que da poder a las camaras, de donde se
supone, surgié el término) transfiere a sus alumnos la responsabilidad de la resolucion de un
problema, a partir del cual intenta alcanzar ciertos objetivos, a la vez que transmite
implicitamente: “Ya no se trata de mi voluntad, sino de lo que ustedes deben querer, pero yo les
otorgo este derecho porque ustedes no pueden tomarlo por si solos.” (Brousseau, 1988, pie de p.
68). Por ejemplo, el fendmeno didéctico de la “irresponsabilidad matematica de los alumnos”,
que consiste en la dificultad que tienen éstos para ‘hacerse cargo’ de las respuestas que dan a las
cuestiones matematicas que resuelven, puede ser analizado, en lugar de buscar argumentos de
origen psicologico, psicoafectivo o pedagdgico, en términos de la devolucion y del contrato
didactico, que asigna, casi exclusivamente al profesor, la responsabilidad de la validacion'?
(Chevallard et al., 1997, p. 77; Gascon, 1998, p. 15).

'2 En este contexto, el término ‘validacién’ es utilizado en el sentido de considerar la validez, la factibilidad de una
solucion. Mas adelante, en la fase experimental, recurrimos a este mismo término para referirnos al analisis al que se
somete un instrumento o dispositivo de recoleccion de datos, con relaciéon a su potencialidad predictora de
comportamientos o resultados.
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Recapitulando, entre el docente y el estudiante se establecen, aunque no lleguen a explicitarse
(“el maestro intenta obtener algo que no puede decir por medios que no puede enunciar”
(Brousseau, 1988, p. 71)), un conjunto de clausulas, con caracter de provisorias (pues dependeran
del saber matematico en juego), donde ambos “(...) aceptan responsabilidades sobre acciones que
no estdin en condiciones de controlar (...)” (quedando en “irresponsabilidad juridica™)
(Chevallard et al., 1997, p. 220) y cuyo éxito descansa mas en sus rupturas que en su
cumplimiento a rajatabla. Estas son las curiosas paradojas del contrato didactico, sin mencionar
que “La negociacion, por parte de los maestros, de la comprension y el sentido plantea un
verdadero problema didactico: problema técnico y teodrico del contrato didactico.” (Brousseau,
1988, p. 76). La primera paradoja a la que se enfrenta un estudiante que concibe que ‘ensefiar’
significa que el docente le muestre como se resuelven las tareas que le plantea es, justamente, que
el docente no satisfaga esa expectativa, pues de lo contrario, el estudiante no habra tenido que
hacer una opcidn entre varias estrategias, ni una interpretacion, entre varias interpretaciones, con
la consecuente ausencia de aprendizaje (Sierpinska, 1999, Week 3, p. 3).

El contrato didactico se hace evidente cuando se lo quiebra; ejemplos de estas rupturas han
conducido a la identificacion de los fenomenos denominados por Brousseau (1990, p. 9) como
efectos ‘Topaze’, ‘Jourdain’, ‘de deslizamiento metadidactico’ y ‘de analogia’. Abreviando,
diremos que el efecto Topaze tiene lugar cuando el docente, en caso de fracaso, da informacion al
alumno para hacer mas facil la respuesta, sin que éste tenga que invertir el menor compromiso
con la situacion. El efecto Jourdain, que es una forma del Topaze, se presenta cuando el profesor
reconoce como muestra de conocimiento una produccién que so6lo comporta causas triviales,
“(...) desprovista de valor, incluso a veces, de sentido.” (op. cit., p. 9). El efecto de deslizamiento
metadiddctico es descripto por Brousseau (1986/2001, p. 7) asi:

“Cuando una actividad de ensefianza ha fracasado, el profesor quizas intente justificarse, y para
continuar su accion, toma sus propias explicaciones y sus medios heuristicos como objetos de
estudio en lugar del verdadero conocimiento matemadtico.” El ejemplo mas conocido de este
efecto, por su universalidad, se dio con la llamada Teoria de Conjuntos con la que se decidi6
“(...) ensefar el medio de ensefianza como si fuera el objeto de ensefianza (...).” (Brousseau,
1990, p. 9). Finalmente, el efecto de analogia se hace presente cuando, ante el fracaso en el
aprendizaje, el profesor vuelve a dar a sus alumnos una ‘nueva’ actividad, en la que disimula su
similitud con las anteriores, pero que aquél resuelve “(...) porque han reconocido indices, quizé
completamente exdgenos y no controlados, que el profesor queria que produjeran.” Brousseau
(1986/2001, p. 8).

El contrato didactico varia, no s6lo con el conocimiento matematico en juego, sino también con
la situacion, ya sea ésta, de ensefianza, evaluacion, o exploracion. Por ejemplo, mientras en el
proceso de aprendizaje, el profesor interviene con aclaraciones, gestos o preguntas
complementarias; en las situaciones disefiadas con la finalidad de recavar informacién para la
evaluacion de los conocimientos o las investigaciones experimentales en didactica, existen
restricciones obvias relacionadas con aquella intervencion docente.
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Ahora bien, el contrato didactico no es el inico que opera en las instituciones educacionales; al
respecto, Chevallard et al. (1997) expresan:

“Existe, primero, un contrato mas general y visible, el contrato pedagogico, que
regula las interacciones entre alumnos y profesores que no dependen del contenido de
estudio. A su vez, el contrato pedagdgico aparece como una parte especifica de un
contrato mas amplio, el contrato escolar, que gobierna estas instituciones sociales
particulares que llamamos escuelas.” (p. 203).

Los mismos autores explican los marcos en que se moviliza cada uno de estos contratos, a través
de un tnico ejemplo de situacion de ‘alboroto en una clase’, que puede responder a distintas
causas: podria tratarse de alumnos que rehuyen a la instruccion escolarizada quebrando el
contrato escolar; puede ser que se revelen ante un profesor que los menosprecia o no tiene
autoridad, rompiendo el contrato pedagdgico; o bien, puede deberse a la ruptura del contrato
didactico por parte del profesor, que resuelve un problema con un procedimiento desconocido
para ellos (op. cit. p. 205).

Entonces, el contrato didactico se pone de manifiesto a través de sus rupturas y es mediante la
evolucion del conocimiento matematico que se reestablece, siendo una pieza fundamental en
ambos momentos, ruptura y reestablecimiento, la gestion de las llamadas ‘variables didacticas’
que identificamos a continuacion.

Las variables didacticas

Una situacion de clase depende de muchas variables: las caracteristicas personales del profesor,
las de los estudiantes, el entorno fisico e instrumentos de que se dispone, las tareas propuestas por
el docente, las relaciones entre los estudiantes, la relacion de los estudiantes con las tareas, las
intervenciones del docente, etc.; pero, ;cuales pueden ser controladas por el profesor? y mas aun
(cuales comportan un avance en el conocimiento, cuando se las manipula inteligentemente? Estas
son las variables didacticas sobre las cuales Brousseau (1982a, en Bessot, 2003, p. 15) reporta
que: “so6lo a las modificaciones que afectan a las jerarquias de las estrategias las podemos
considerar como variables pertinentes, a aquellas que puede manipular un profesor y que son
particularmente interesantes: estas son las variables didacticas.”

Las variables didacticas asumen variadas formas; puede tratarse de un dato numérico en el
enunciado de un problema, de una ecuacion, de una funcion, de una restriccion en las reglas de
un juego, de la organizacién de la clase, de un instrumento tecnolégico, etc.

Por ejemplo, no es lo mismo requerir a un estudiante que “encuentre los minimos de la funcion

f (x):x4—2x+1”, que solicitar que “encuentre los minimos de Ila funcién

g(x):|x—a|+|x—b|+|x—c|+|x—d| donde a < b <c <d” odelafuncion h(x)=ex+x2”.
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Mientras el caso de la funcion f puede resolverse ejecutando un conjunto de reglas que arrancan
anulando la primera derivada, este primer paso se torna ineficaz en el caso de la funcion g, que
debe ser previamente trabajada por intervalos, para luego derivar por tramos y evaluada
globalmente para detectar los minimos; en el caso de la funcion 4, si bien es eficaz la regla de la
derivada primera, el hallazgo de sus raices no es inmediato, y este nuevo desafio puede constituir
una buena oportunidad para explorar métodos de separacion, acotacion y aproximacion de raices
reales, si no se los conoce con anterioridad. Este hecho permitiria incluso dar categoria de
ejercicio de aplicacion al primero de los casos, y de problemas, a los dos restantes, aunque lo que
nos interesa aqui es destacar que, en nuestra comparacion, el cuerpo de la consigna no ha variado
y que la variable didactica es la funcion.

Entonces, una variable es didéactica en tanto su manipulacion, no sélo permite, sino también
asegura, un salto cognitivo que transita previamente por la desestabilizacion del estudiante que se
ve obligado a ponerse a pensar como ha de resolver la nueva tarea.

De acuerdo a lo expresado por Ruiz Higueras (2001, p. 125), las variables didacticas constituyen
en la ensefianza elecciones fundamentales y al respecto agrega:

“La construccion de situaciones de ensefianza-aprendizaje en la que se determinen
variables didacticas que, controladas por el profesor, permitan a los alumnos realizar
elecciones y anticipaciones, tomar decisiones, llevar a cabo acciones, comunicaciones,
etc. que, posteriormente puedan probar y validar, es una tarea compleja, fruto de un
serio analisis didactico y de una elaborada ingenieria didactica.” (op. cit., p. 126).

1.5 La Teoria de los Campos Conceptuales

Consistentemente con su propia teoria, el investigador francés Gérard Vergnaud parece lograr
completar la construccion de la Teoria de los Campos Conceptuales (TCC), a través de un
extenso y pausado proceso que abarca un periodo de mas de veinte afos, durante el cual ha
refinado y ampliado las ideas que estructuran esta teoria cognitiva que rescata de la epistemologia
genética de Piaget las ideas de adaptacion, desequilibracion, re-equilibracion, y el concepto de
esquema, y de Vygotski, su enfoque sociocultural que le otorga al lenguaje y a la comunicacion
un lugar fundamental en la construccion de los conocimientos, y por ende, en las investigaciones
en didactica de las ciencias. Es una teoria psicolégica porque se ocupa de los procesos mismos
que el individuo pone en juego para aprender.

La TCC pone el acento en los procesos de conceptualizacion desarrollados en un érea
determinada y durante un largo periodo, lo cual obliga a analizar las filiaciones y rupturas entre
las competencias desarrolladas progresivamente por los alumnos, asi como las concepciones
asociadas a estas competencias, ya sean explicitas o implicitas, lo que puede lograrse estudiando
un conjunto diversificado de situaciones, esquemas, representaciones simbolicas, lingiiisticas y
no lingiiisticas para comprender los vericuetos de aquellos procesos (Vergnaud, coord.,
1994/1997, pp. 74-75).
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Por otra parte, Vergnaud (1981/1991, pp. 10-13) explica que para conducir un estudio cientifico
de los problemas de la ensefianza de las matematicas, es necesario encarar un analisis profundo
de las nociones y de su complejidad creciente, de las labores escolares y de los procedimientos,
involucrando estos ultimos al andlisis de los aciertos y errores de los estudiantes. Sin embargo,
también advierte que tanto las nociones, como los caminos y los medios estan profundamente
enraizados en la representacion que el estudiante se hace de la situacidon, y que esta nocion de
representacion no se reduce a un sistema simbolico que remite al mundo material, sino que los
significantes (simbolos o signos) representan significados, que encierran en si mismos, un
caracter cognoscitivo y psicoldgico, lo que sintetiza asi:

“El simbolo no es mas que la parte directamente visible del iceberg conceptual; la
sintaxis de un sistema simbdlico no es mas que la parte directamente comunicable del
campo de conocimiento que ¢l representa. Esta sintaxis no seria nada sin la semantica
que la produjo; es decir, sin la actividad practica y conceptual del sujeto en el mundo
real.” (p. 13).

Campo Conceptual

Una de las tantas definiciones de la nocidén de campo conceptual que podemos encontrar es la
siguiente: “Llamamos campo conceptual a un conjunto de situaciones cuyo tratamiento implica
esquemas, conceptos y teoremas en estrecha relacion, asi como las representaciones lingiiisticas y
simbolicas que pueden utilizarse para simbolizarlos.” (Vergnaud, coord., 1994/1997, p. 75).

Consideramos pertinente brindar, a continuacion, las respectivas interpretaciones que Vergnaud
confiere a las ideas que componen la definicion anterior.

Esquema

Es ésta la pieza vital en el andamiaje de la teoria que el mismo Vergnaud (op. cit.) define asi:
“Llamamos esquema a la organizacion invariable de la conducta para una clase de situacion
dada.”

Se trata de un concepto general, que opera como una totalidad dindmica funcional modelada por
la intencidn del sujeto y estructurada por los medios que éste emplea para alcanzar su objetivo y
que atafie a la vez, a la organizacion de los gestos de la vida cotidiana y de los gestos
profesionales, a la organizacion de las formas lingiiisticas y enunciativas del dialogo o a las
operaciones mentales que permiten tratar problemas cientificos o técnicos de cierta clase.

El autor distingue cuatro tipos de elementos organizadores, constitutivos de los esquemas:
- el objetivo y las anticipaciones;
- las reglas de accidon y de encadenamiento condicional de las operaciones, cuya funcion
propia es generar la conducta;
- las invariantes operatorias, que le permiten al sujeto seleccionar la informacion pertinente
y tratarla;
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- las inferencias, cuya efectuacion es funcion de las caracteristicas particulares de la
situacion hallada; a partir de los datos y del objetivo, se opera un célculo en situacion que
determina, en especial, las reglas de accion utilizadas (p. 68).

A modo de ejemplo, el autor brinda las dos grandes categorias de esquemas que pueden
distinguirse en algebra: los “esquemas de ecuaciéon” que le permiten al alumno producir la
representacion algebraica de un problema y que consisten en seleccionar la informacion, retener
solo las relaciones numéricas pertinentes y codificarlas en forma algebraica; y los “esquemas de
tratamiento”, que le permiten tratar las formas algebraicas en si mismas y consisten en escribir
ecuaciones equivalentes, gracias a manipulaciones legitimas de las igualdades (op. cit., p. 72).

Conceptos en acto y teoremas en acto: Se designan en forma global como invariantes
operatorias y aluden a los conocimientos contenidos en los esquemas. Se trata de conocimientos
matematicos implicitos en los cuales se apoya el proceso de conceptualizacion de lo real. La
expresion “en acto” pretende significar que, no por ser captados y utilizados por los alumnos,
éstos son necesariamente capaces de explicarlos o justificarlos. Se reservan, asi, los tradicionales
términos concepto y teorema para designar conocimientos explicitos y demostrados. Los
“conceptos en acto” no son ni verdaderos ni falsos, sino solo pertinentes o no. Su funcion es, ante
todo, una funcién de seleccion: retener de la situacion presentada lo que es necesario y suficiente
para alcanzar el objetivo; los “teoremas en acto” son proposiciones aceptadas como verdaderas en
la realidad. Ambos, progresivamente, pueden convertirse en verdaderos conceptos y teoremas
cientificos (op. cit., pp. 69-70).

Hacemos aqui un ‘paréntesis’, con el objeto de explicitar un punto de coincidencia que Godino
(2001) sefiala, salvo sutiles divergencias, que existiria entre la Teoria de las Funciones Semioticas
(TFS) que ¢l propone, la TCC y la TAD. Al analizar la nocion de esquema de la TCC, dice:

“La nocion de esquema incorpora elementos actuativos (técnicas o modos de actuar)
y elementos discursivos implicitos (conocimientos en acto); pero ademas un esquema
estd asociado a una clase de situaciones, entendidas como tareas. Nos parece que este
constructo puede desempenar un papel similar a la nocidon de «sistema de practicas
personales ligadas a un tipo de problemas» (Godino y Batanero, 1994), y por tanto,
también a lo que podria denominarse una «praxeologia personal» de caracter puntual
o local.” (p. 9).

Dado que la nocion de praxeologia es un constructo tedrico basico de la TAD, Godino esta
estableciendo en este parrafo un paralelo entre el “sistema de practicas personales” de la TFS, los
“esquemas” de la TCC y las “praxeologias puntuales o locales”, en este caso, calificadas como
“personales”, de la TAD. Tampoco se nos escapa la equivalencia que encuentra entre la nocion
de campo conceptual y la de praxeologia matematica global, y asi lo reporta:

CAPITULO II 23



“(...) lanocién de campo conceptual, que de una manera implicita también incluye los
algoritmos y procedimientos de resolucion de los tipos de problemas que se incluyen
en los campos conceptuales, podria asimilarse a la nocidon de «praxeologia
matematica global».” (op. cit., p. 13).

De la misma manera, asimila las “situaciones” de Vergnaud a las “tareas” de Chevallard cuando
sostiene: “Es claro que la nocidn de situacion que usa Vergnaud es la misma que la nocion de
tarea que se usa en la TAD.” (op. cit., p. 13), apreciacioén con la que coincide Moreira (2002)
cuando expresa: “El concepto de situacion empleado por Vergnaud no es el de situacion
didactica, pero si el de tarea (...).” (p. 5).

Mas adelante, en nuestro trabajo, explicitaremos el uso que daremos a estas observaciones.

Concepto

La nocion de concepto es definida por Vergnaud (1983a, p. 393; 1988, p. 141; 1990, p. 145;
1993, p. 8; 1997, p. 6, en Moreira, 2002, p. 5) como una terna de conjuntos, C = (S, I, R) donde:

S (referente del concepto) es un conjunto de situaciones que da sentido al concepto;

I (significado del concepto) es un conjunto de invariantes (objetos, propiedades y relaciones)
sobre las cuales reposa la operacionalidad del concepto, o un conjunto de invariantes que pueden
ser reconocidos y usados por los sujetos para analizar y dominar las situaciones del primer
conjunto;

R (significante del concepto) es un conjunto de representaciones simbolicas (lenguaje natural,
graficos y diagramas, sentencias formales, etc.) que pueden ser usadas para indicar y representar
esas invariantes y, consecuentemente, representar las situaciones y los procedimientos para lidiar
con ellas.

Pero (qué es el sentido para Vergnaud?:

"El sentido es una relacion del sujeto con las situaciones y con los significantes. Mas
precisamente, son los esquemas, es decir los comportamientos y su organizacion,
evocados en el sujeto individual por una situaciébn o por un significante, lo que
constituye el sentido de esta situacion o de este significante para este sujeto. El
sentido de la adicion para un sujeto individual es el conjunto de esquemas que puede
poner en practica para tratar las situaciones con las cuales es confrontado, y que
implican la idea de adicidon; y es también el conjunto de esquemas que ¢l puede
accionar para operar sobre los simbolos numéricos, algebraicos, gréaficos y
lingtiisticos que representan la adicion.” (Vergnaud, 1990, p. 158).
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Mas aun, Vergnaud (coord., 1994/1997, p. 73) incorpora un nuevo matiz al hablar de dos
componentes que considera indisociables, el script-algoritmo, donde script designa el
componente del esquema que atafie a los significantes y los juegos de escritura; algoritmo
designa el componente del esquema que atafie a los significados matematicos y que controla el
progreso del proceder. La expresion script-algoritmo permite llamar la atencion sobre el hecho de
que, en ciertos esquemas, los significantes tienen un papel protagdnico, ya que constituyen la
materia sobre la que operan las reglas, por ejemplo, las cuatro operaciones de la aritmética en su
forma escrita y los esquemas de tratamiento de las ecuaciones, son scripts-algoritmos.

Asimismo, describe tres funciones de los significantes, la que concierne a la comunicacion, la de
organizar el calculo y mantener disponibles resultados intermedios y la funcion de
acompanamiento del pensamiento.

1.6 Los Registros de Representacion Semiotica

“La comprension (integradora) de un contenido conceptual reposa en la coordinacion
de, al menos, dos registros de representacion, y esta coordinacion se manifiesta por la
rapidez y la espontaneidad de la actividad cognitiva de conversion.” (Duval, 1998, p.
186).

Es este uno de los pensamientos mas divulgados del investigador Raymund Duval en el seno de
su Teoria de las Representaciones Semioticas. A continuacion, aclararemos las nociones en que
esta afirmacion se basa y el alcance de su significado.

Los objetos matematicos, como un numero, un cuadrado, una operacion, una funcidon, no son
objetos fisicos ni reales, sino mentales e ideales, creados por el hombre para modelizar la
realidad, y por lo tanto, no son directamente accesibles por la percepcion. Los seres humanos, al
tomar ‘contacto’ con ellos, construimos una representacion mental de cada objeto, que varia
fuertemente de persona a persona, que depende del contexto, y que se corresponde con las
concepciones que ese individuo se ha formado del mismo, es decir, con el significado que asume
ese objeto para ¢l. Cuando las concepciones construidas en relacion con un objeto son
compatibles con las intenciones matemadticas de su creador, puede decirse que el individuo lo ha
aprehendido, se ha apropiado del mismo. El significado de un objeto se amplia y enriquece a
través del tiempo y a medida que se pueden concebir otros objetos matematicos vinculados de
algin modo, a aquél.

Sin embargo, ese acto cognitivo que permite la aprehension conceptual de un objeto, es decir, la
noesis, no es posible si las representaciones mentales no son precedidas por representaciones
semioticas que consisten en “producciones constituidas por el empleo de signos (enunciado en
lenguaje natural, formula algebraica, grafico, figura geométrica...) (...)” (Duval, 1995/1999, p.
14).
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Estos signos o simbolos pertenecen a sistemas semioticos de representacion que tienen reglas
claras de significancia y de funcionamiento. De esta manera, los significantes (simbolos) evocan
o sustituyen a los significados (entidades conceptuales) para hacerlos presentes, ya sea con la
finalidad de manipularlos para nosotros mismos o para comunicar una idea a un semejante'>"'*.

Resulta entonces que la noesis y la semiosis no son independientes, ni es la noesis la que precede
a la semiosis, mas aun, “(...) no hay noesis sin semiosis; es la semiosis la que determina las

b

condiciones de posibilidad y de ejercicio de la noesis.” Esta constituye otra importante
conclusion a la que arriba Duval (op. cit., p. 15), a través de postular la existencia del mundo de
las representaciones mentales y el de las representaciones semioticas y sosteniendo que el

desarrollo de aquellas se efectia como una interiorizacion de estas ultimas.

Pero, al decir del mismo Duval (op. cit., p. 29), un sistema semiotico es considerado pertinente en
relacion con la dupla conocimiento-representacion si permite cumplir tres actividades cognitivas
fundamentales:

o Constituir una marca o un conjunto de marcas perceptibles que sean identificables como una
representacion de alguna cosa en un sistema determinado.

o Transformar las representaciones de acuerdo con las Unicas reglas propias del sistema, de
modo que se obtengan otras representaciones que puedan constituir una ganancia de
conocimientos en comparacion con las representaciones iniciales.

o Convertir las representaciones producidas en un sistema de representaciones en otro sistema,
de manera que estas Ultimas permitan explicitar otras significaciones relativas a aquello que
es representado.

En este sentido, son sistemas semioéticos: el lenguaje natural, las lenguas simbdlicas, los graficos,
las figuras geométricas, etc.; y no lo son: el lenguaje morse y la codificacion de transito. Para
distinguirlos, este autor, denomina registros de representacion semiotica a aquellos sistemas
semidticos que posibilitan las tres actividades descriptas (p. 29). También aclara que la
“distinciéon mental/externo se refiere a su modo de producciéon y no a su naturaleza o a su
forma.” (Duval, 1999, p. 5), y que “no puede haber comprension en matematicas si no se
distingue un objeto de su representacion” (...) “un mismo objeto matematico puede darse a través
de representaciones muy diferentes.” (op. cit., p. 13).

' En realidad, segin Duval (1995/1999, p. 63) la cuestion es mas compleja, existen estructuras diddicas y triddicas
de representacion. La diadica sélo conserva dos elementos constitutivos de la significancia de los signos, el objeto y
el significante (notaciones de funciones, vectores, operadores); la triddica maneja el objeto, el significante y el
significado (escritura decimal, fraccionaria).

'* Chevalard (1996) introduce la nocién de instrumentos semiéticos, que puede aparecer como complementaria de las
representaciones, distinguiendo, en los objetos ostensivos (aquellos que se pueden manipular como las notaciones y
los graficos), su valencia semidtica, que permite ver lo que se ha hecho, y su valencia instrumental, que permite ver
lo que se puede hacer.
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Abhora, el pensamiento de Duval, que encabeza este apartado, toma sentido, y se refuerza con el
de Hitt (1998), que siguiendo esta linea expresa:

“(...) un concepto se va construyendo mediante tareas que impliquen diferentes
sistemas de representacion y promuevan la articulacion coherente entre
representaciones (ver diagrama de la Figura 5). Desde esta orientacion teorica, el
conocimiento de un individuo sobre un concepto es estable si ¢l o ella es capaz de
articular diferentes representaciones del concepto libre de contradicciones. Asi, en la
resolucion de problemas, las representaciones estan en el corazén mismo de la
actividad matematica.”

Concepto
Objeto cogniltivo representadg _
L= - H - _
- h -

.= 1 Noesis T
»
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mental PR [ mental
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“Figura 5. Esquema general sobre la construccion de conceptos”

Lo que hemos mostrado hasta aqui, no es mas que la punta del iceberg que conforman las
numerosas investigaciones que tratan las representaciones semidticas y que, debido a su
complejidad, han originado importantes discusiones entre los que las dirigen.

Uno de los nodos de controversia es casualmente: ;qué se entiende por visualizacion en
matematica? Zimmermann & Cunningham (1991, p. 1) utilizan el término visualizacion para
“describir el proceso de producir o usar figuras geométricas o graficos en representacion de
conceptos matematicos, principios o problemas, ya sea a mano o por computadora.” Solano &
Presmeg (1995, p. 2) definen imagen como toda construccion mental de un objeto a través del
uso de uno o mas sentidos, donde la mente juega un rol activo; la imaginaria, como la coleccion
de una o mas imagenes; y la visualizacion como la relacion entre imagenes. Bishop (1989, p. 7,
en Arcavi, 1999, p. 55) afirma que una manera de caracterizar la visualizacion y su importancia
es interpretarlos respectivamente, como un ‘nombre’ (el producto, la imagen visual) y como un
‘verbo’ (el proceso, la actividad); McCormick et al (1987, p. 3, en Arcavi, p. 55) opinan que "La
visualizacioén ofrece un método de ver lo no visible". Para el mismo Arcavi (1999), que admite
haber combinado las definiciones de Zimmermann et al. (1991. p. 3) y Hershkowitz (1989, p.75):
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“La wvisualizacion es la capacidad, el proceso y el producto de creacion,
interpretacion, empleo de y reflexion sobre cuadros, imagenes, diagramas, en
nuestras mentes, en papel o con herramientas tecnologicas, con el proposito de
representar y comunicar informacion, pensando y desarrollando ideas desconocidas y
anticipando el entendimiento.” (p. 56).

Duval (1995/1999) distingue enfaticamente entre vision (no mas ver) y visualizacion (ver para
entender). Esta presupone identificar en una imagen (p. €j. en un conjunto trazo-ejes que
representa a un “objeto” descrito por una expresion algebraica), las variables visuales que
entrafian a la vez, una modificacion en la escritura algebraica y una modificacion en la imagen; el
reconocimiento de las unidades significativas que se corresponden con cada simbolo del registro
algebraico y su correspondencia con aquellas variables. Estas discriminaciones le permiten
realizar lo que ¢l llama “andlisis de congruencia’” entre dos registros de representacion de un
objeto o de una informacion.” En este analisis “se trata de poner en correspondencia las variables
visuales pertinentes de la grafica y las unidades significativas de la escritura algebraica.” (Duval,
1988/1992, p. 127-128).

Para aclarar ideas, Duval distingue en la dupla ‘trazo recta-y=ax+b’, tres variables (omitiendo los
casos de rectas paralelas a los ejes): 1) el sentido de la inclinacion del trazo (que se corresponde
con la unidad significativa ‘signo del valor a’, que asume dos valores); 2) los angulos del trazo
con los ejes (que se corresponde con la unidad significativa a, en comparacion tricotomica con el
1) y 3) la posicion del trazo respecto al origen del eje vertical (que se corresponde con la unidad
significativa b, en comparacion tricotdmica con el 0) (Duval, 1988/1992, p. 128-129).

A pesar de las aparentes diferencias, todos los investigadores coinciden en que la visualizacion
estd al servicio de la resolucion de problemas matematicos; que ocupa un papel central en la
inspiracion creativa de las soluciones; que acompafia eficazmente a los desarrollos simbélicos'®;
que compromete a los estudiantes con los significados; que permite resolver los conflictos entre
las soluciones simbolicas, posiblemente correctas, y las intuiciones, posiblemente incorrectas; en
fin, coadyuva fuertemente a la construcciéon del conocimiento matematico, pero a la vez,
puntualizan que la visualizacion requiere de un entrenamiento especifico para que resulte posible
y eficaz, sin dejar de advertir sus serias limitaciones'’.

' Describiremos con més detalle este analisis en el subapartado IV.2.3.2.

' Ver, a modo de ejemplo, el articulo de Cantoral y Farfan (1998) Pensamiento y Lenguaje Variacional en la
Introduccion al Andlisis, ganador del Premio Internacional de Investigacion en Educacion Matematica organizado
por la Sociedad Thales en Espafia, donde se explica como, la visualizacion de las graficas de las funciones
involucradas, permite orientar la busqueda de la solucion de desigualdades complejas tales como

(Ix—a+|x—b|)/(lx+b|+ )S/oc

"7 Nos referimos a la necesidad de trabajar con los alumnos qué informacion provee un dibujo y cual, no. A modo de
ejemplo casi anecdotico y que llama a la reflexion, comentamos el caso de la respuesta de un nifio de 10 afios,
durante una prueba de conocimiento que nos toco en suerte evaluar. Ante una consigna que contenia un dibujo
geométrico y que, entre otros datos decia textualmente: “Si el segmento AB mide 3 cm, entonces halla el area del
triangulo ABC”; su respuesta fue: “como el segmento AB no mide 3 cm, entonces no hallo nada”.

X+ a
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Sin embargo, nuestra historia docente, la de nuestros colegas, y los trabajos de investigacion nos
dan cuenta de la renuencia de nuestros estudiantes a considerar las representaciones visuales
como un excelente complemento en los procesos de resolucion de problemas. En este sentido,
resulta interesante revisar el aporte de Eisenberg y Dreyfus (1991, p. 30) que identifica tres tipos
de razones por las cuales se supone que los estudiantes evitan la visualizacion: la cognitiva (lo
visual es mas dificil de comprender); la sociologica (lo visual es mas dificil de ensenar); y la
tercera, relacionada a la creencia sobre la naturaleza de la matematica (lo visual no es
matematico)'®. La segunda de las razones apunta casualmente al docente, en una supuesta actitud
de no favorecer el uso de la visualizacion en las clases, aunque paradojicamente, €sos mismos
docentes, y por supuesto, los matematicos, basan sus deducciones analiticas en abundantes
representaciones visuales. Nuevamente estamos en presencia del fenomeno de la transposicion
diddctica introducido por Chevallard, que hemos presentado en la seccion /1.3 del presente
trabajo, y debido al cual el conocimiento sufre una transformacion para ser ensefiado, de lo que
resulta un saber linealizado, compartimentado y libre de los elementos cruciales que ayudaron a
construirlo (op. cit., p. 32).

No obstante este escenario desfavorable ;quién puede negar la potencia de las configuraciones
que siguen “para crear [en los alumnos] la sensacion de auto evidencia e inmediatez” (Fischbein,
1987, p. 101) de las propiedades que evocan, y animarlos a intentar una gélida demostracion por
induccion?

1;'2:3

i/2

; 1/ =
2 /2
Extraido de Eisenberg et al. (1991, p. 31)

“Pero a pesar de la importancia obvia de las imdgenes visuales en las actividades
cognitivas del ser humano, la representacion visual sigue siendo un ‘ciudadano de
segunda clase’, tanto en la teoria como en la practica de las matematicas.” (Arcavi,
1999, p. 65).

'8 Esta creencia, que tiene sus raices en la llamada era Bourbaki, no es obviamente compartida por didactas como
Guzman (1996), que afirma: “Que la visualizacién constituya un aspecto extraordinariamente importante de la
actividad matematica es algo totalmente natural si se tiene en cuenta la naturaleza misma de la matematica.” (Cap. 0,

p- 1
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Capitulo 111

El estado del conocimiento

lll.1 Analisis histoérico-epistemolégico del concepto de Dependencia Lineal.
Resena histérica del Algebra Lineal

El objetivo de la presente seccion es dar respuesta a la pregunta 1, planteada en la seccion 1.2, p.
6, llevando a cabo aquello cuya necesidad y pertinencia se ha expuesto en el apartado 11.2, pp. 12-
15 de este trabajo, acerca de la identificacion de los nodos de conflicto cognitivo que hubieron de
superar los matematicos en su camino hacia el logro del conocimiento cientifico de los conceptos
que nos ocupan, para luego confrontar dichos obstaculos historicos con los del aprendizaje actual.

En este contexto, indagamos respecto a qué problemas han generado la necesidad de aquellos
conocimientos y los momentos cruciales de ruptura que marcan el transito de viejas a nuevas
formas de conocimiento.

Consideramos al investigador Jean Luc Dorier, de la Universidad de Grenoble, Francia, como
uno de los més proficuos estudiosos de la problematica de la ensefianza y aprendizaje del Algebra
Lineal. Entre sus numerosos trabajos puede encontrarse el articulo 4 General Outline of the
Genesis of Vector Space Theory, publicado en 1995 en la Revista Historia Mathematica, en el
que presenta una vision general sobre la génesis de los conceptos elementales de la teoria de los
espacios vectoriales, los principales trabajos que se han desarrollado en este sentido y en el cual
se analizan sus interacciones y las grandes lineas de evolucion. También tiene publicada, en
1996, en las Actas de la Séptima Conferencia del Sudeste Asiatico, la comunicacion titulada Sur
les concepts d'indépendance et de dépendance linéaires, Approches didactique et
epistemologique. Ambos escritos, constituyen la fuente principal de la resefia que presentamos a
continuacion.

1.1 De los determinantes al rango, pasando por la dependencia

En el primero de los articulos citados, el autor reporta (p. 228) que si bien Leibniz [1] en 1693, en
una carta dirigida al Marqués de I'Hospital y que se dio a conocer en 1850, habia dado la primera
anotacion con indice doble de un sistema de ecuaciones lineales y una regla para calcular el
determinante, fue Gabriel Cramer [2] en 1750 quien prepard el marco para esta teoria, y recién en
1815, Carl Friedrich Cauchy [3] quien introdujo el término ‘determinante’. Es por ello que
normalmente se hace referencia al texto de Cramer como el punto de partida de la teoria de
determinantes'”.

' Muchos historiadores coinciden en que fue el japonés Takakasu Seki Kowa (1642—1708) quien utilizé por primera
vez los determinantes en un escrito del afo 1683 intitulado Métodos de solucion de problemas simulados y que
incluso, sus desarrollos fueron mas generales que los de Leibnitz.
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Casualmente, es en el contexto de la llamada paradoja de Cramer relacionada con las curvas
algebraicas, identificada por MacLaurin en 1720, y reformulada por el mismo Cramer [2] en
1750, que Euler [4] describe, también en 1750, que “n ecuaciones podrian no ser suficientes para
determinar n valores”, lo que a criterio de Dorier (1995a, p. 229), constituye uno de los primeros
vestigios en los que la cuestion de la dependencia de ecuaciones lineales es vinculada a la
solucion de los sistemas de ecuaciones. En épocas donde la tUnica preocupacion de los
matematicos consistia en resolver estos sistemas, Euler brind6 algunos ejemplos para mostrar que
una ecuacion podria estar ‘comprendida’ en una o algunas otras, dando asi un acercamiento mas
cualitativo a la cuestion.

Euler relata el caso de dos ecuaciones afirmando que:

“No es posible determinar las dos incognitas x e y, pues al eliminar x, la otra
desaparece también y queda una ecuacion idéntica (identidad 0=0) de la cual no
puede ser deducida. La razon para tal incidente es en principio muy obvia. Como la
segunda ecuacion puede ser escrita en la forma 6x — 4y = 10, que no es mas que el
doble de la primera 3x — 2y = 5 y que de ésta no difiere en nada.” (Euler [4, 226], en
op. cit., p. 229).

Luego de tratar un ejemplo de tres ecuaciones con tres incognitas y otro, de cuatro ecuaciones
con cuatro incognitas, Euler concluye con una declaracion general:

“Cuando uno dice que para determinar » incdgnitas, es suficiente tener n ecuaciones
que dan sus relaciones mutuas, debe ser afiadida la restriccion que ellas son todas
diferentes o que ninguna es limitada [enfermée (encerrada)] en las demas.” (Euler [4,
228], en op. cit., p. 230).

Varias cuestiones del escrito de Euler sorprenden a Dorier:

1. que no defina claramente el alcance de las palabras ‘comprendidas’ o ‘limitadas’ en términos
de combinaciones lineales;

2. que aparentemente identifique al proceso final de eliminacion y sustitucion como causa del
‘incidente’ de que una o varias incognitas queden indeterminadas;

3. que si bien la situacion describe, en un contexto moderno, una o mas relaciones lineales entre
las ecuaciones, que a la sazon no pudieron pasarle desapercibidas, no sea éste el significado
dado por Euler, es decir, en su escrito, no hay nada lineal a priori.

No obstante a que Euler no define a la dependencia lineal tal como la conocemos hoy en dia,
Dorier reconoce en sus argumentos:

1. que su acercamiento es altamente intuitivo y satisfizo su objetivo;

2. una aproximacion a lo que él denomina la dependencia inclusiva que queda amarrada al
contexto de las ecuaciones lineales y que considera dificilmente transferible a otros contextos,
como las n-tplas;
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3. una intuicion empirica de la nocidn de rango.

Segtn relata Dorier (1996, p. 153), durante casi un siglo, las preguntas relacionadas con los
sistemas de ecuaciones lineales indeterminados e incompatibles fueron descuidadas, mientras que
es solo a través de estas preguntas que uno puede acercarse a las nociones de dependencia y
rango. Es asi que esta concepcion de la dependencia inclusiva domind hasta el final del siglo XIX
y constituyd un freno para el estudio tedrico de los sistemas de ecuaciones lineales, y en
particular para la explicitacion del concepto de rango, a la vez que se articula con el auge de los
determinantes, que se convirtieron en una potente herramienta para resolver problemas lineales.

Es en este contexto en que, tiempo después, la idea de la dependencia inclusiva se conecta a la
nulidad del determinante principal de un sistema cuadrado de ecuaciones lineales y se enfoca la
mirada hacia el orden del maximo menor no nulo, vinculado con el ‘tamafio’ del conjunto
solucion del sistema en relacion con el nimero maximo de ecuaciones independientes. En este
sentido, el acercamiento de Stanley Smith [6], en 1861, marc6 un paso fundamental cuando
demostr6 que aquel orden maximo también estd relacionado con el numero maximo de
soluciones independientes (Dorier, 1995a, p. 231).

Desde una aproximacion epistemoldgica, el mismo autor lista tres fuentes principales de
obstaculos y dificultades para concebir el concepto de rango:

1. el reconocimiento de su invarianza que era, si no inadvertida, por lo menos se asumid sin
necesidad de prueba,

2. la posibilidad de definir de la misma manera la dependencia lineal entre las ecuaciones y las
n-uplas y

3. la anticipacion del concepto de dualidad y la consideracion de todos los sistemas de
ecuaciones que tienen el mismo conjunto de soluciones.

Frobenius [7], en 1875, logra superar estos obstaculos en un texto en el que comienza dando la
definicion moderna de la independencia lineal (para ecuaciones y n-uUplas) sin uso de
determinantes y donde brinda una explicacion muy completa del rango, que se convertira,
rapidamente, en un concepto central en todas las cuestiones lineales y que fuera desarrollado a su
vez, entre 1840 y 1880, por varios matematicos de la época como Sylvester, Cayley, Baltzer,
Trudi, Dodgson, Rouché y Fontené. Fue también Frobenius [8] quien, en un articulo de 1879,
ademas de introducir la idea de ‘sistema asociado’ a uno dado, segun si los coeficientes de sus
ecuaciones constituyen una base de las soluciones del sistema original, us6 por primera vez el
término de rango y lo definio asi:

“Cuando en un determinante, todos los menores de orden (m+1) desaparecen, pero
aquellos de orden m no son todos cero, yo llamo rango [Rang] del determinante al
valor de m.” (Frobenius [7, 1], en Dorier, 1995a, p. 232).
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Ante esta evolucion de las ideas, Dorier (1996) enuncia lo que, a nuestro entender, constituye un
elemento mas que otorga sentido y avala la pertinencia de nuestro trabajo:

“Uno puede concluir por consiguiente, que la definicién formal de la dependencia
lineal, que es el Gnico medio para entender de la misma manera a todos los objetos
bajo la mirada de sus relaciones lineales, es un punto fundamental en la génesis del
algebra lineal.” (p. 153).

Continuando con la resefia historica, Dorier (1995a, p. 233) reporta que entre 1886 y 1891
Alfredo Capelli y Giovanni Gabrieri complementaron estos resultados demostrando que:

1. Cualquier sistema de rango r es equivalente a un sistema triangular de » ecuaciones.

2. Elrango de las columnas de una matriz es el mismo que el rango de sus filas.

3. Un sistema de ecuaciones es consistente si y solo si el rango de la serie de sus coeficientes es
el mismo que el rango de la serie aumentada con la columna de los segundos miembros.

Asimismo puntualiza que, si bien en la teoria axiomatica de espacios vectoriales el concepto de
rango es inseparable del concepto de dimension, que es una sintesis de las relaciones entre los
conceptos de generador y dependencia, el rango es importante, atin hoy, en muchos problemas
del algebra lineal, a pesar de que los determinantes mantuvieron su protagonismo durante dos
siglos y le brindaron su soporte®.

Apartandonos por un momento del autor Dorier y con el objeto de ampliar los resultados de la
exploracion de la génesis de las ideas centrales de este trabajo, diremos que también en el
contexto de las ecuaciones lineales simultaneas, existen hallazgos de antecedentes que se
remontan alrededor del afio 300 a. c. Los chinos, entre 200 y 100 a. C., se aproximaron mucho
mas que los babilonios a las matrices y a los determinantes. De hecho, en el Capitulo 8, bajo el
titulo “Calculo por tablas cuadradas”, del libro Nueve Capitulos de Arte Matematico (en
O'Connor, J. & Robertson, E., 1996a, 1996b), conocido también como Jiuzhang suanshu y
escrito durante la dinastia Han, los chinos dan el primer ejemplo de la utilizacion de las matrices
y su manipulacion. Puede verse en las tablillas que se encontraron, el enunciado del problema:

Hay tres tipos de maiz de los cuales, tres paquetes del primero, dos del segundo, y uno
del tercero, hacen 39 medidas. Dos del primero, tres del segundo y uno del tercero,
hacen 34 medidas. Y uno del primero, dos del segundo y tres del tercero, hacen 26

medidas. ;Cudntas medidas de maiz contienen los paquetes de cada tipo?

O’Connor (1996a) sigue relatando que el autor de tales tablillas hace algo absolutamente notable.
Instala los coeficientes del sistema de tres ecuaciones lineales en tres incdgnitas en forma de tabla
(que Sylvester, en 1850, denominaria matriz, por primera vez):

20 En la actualidad, el valor matematico, y por ende didactico, de los determinantes, se debate entre sus vehementes
detractores y defensores, lo que puede apreciarse en Axler (1995) y Tee (2004).
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Pero mas notable aun para la época, es que el autor manda al lector a multiplicar

1 2 3

2 3 2 la columna del medio por 3 y restar la columna de la derecha tantas veces como
31 1 sea posible. Luego, a partir de 3 veces la primera columna, restar tantas veces
26 34 39  como sea posible, la columna de la derecha, con lo que se obtiene:

0 0 3

4 5 2 Manda ahora multiplicar la primera columna por 5 y entonces restar la columna
g8 1 1 del medio tantas veces como sea posible, con lo que se obtiene:

39 24 39

0 0 3 . , .y

0 5 2 Luego de lo cual afirma que, a partir de alli, se puede encontrar la solucion para
36 1 1 el tercer tipo de maiz, luego para el segundo, luego para el primero, por

99 24 39 sustitucion posterior.

En el mismo Capitulo 8 y junto al problema de los tipos de maiz, pueden encontrarse otros 17 que
se reducen a resolver sistemas de ecuaciones lineales simultaneas, de hasta seis ecuaciones con
seis incognitas, haciendo uso del método de la matriz aumentada, y cuya unica diferencia con el
método ahora conocido como eliminacion gaussiana, que no llegd a ser difundido hasta
principios del siglo XIX, es que los coeficientes se alistan por columnas en lugar de filas, ya que
también incluyeron niimeros negativos en sus tablas, lo que no se observa en las que aqui
exhibimos.

lll.1.2 La busqueda de un analisis geométrico intrinseco

Reporta Dorier (1995a) que el advenimiento del método analitico, presentado por separado por
René Descartes en su Géométrie [9] y Pierre de Fermat en Ad Locos Planos et Solidos Isagoge
[10], organiz6 la geometria segiin un criterio diferente, pero este método no convenci6 a Leibnitz,
que en 1679 escribi6 una carta a Christian Huygens, que fue publicada recién en 1833, en la que
expresaba:

“Todavia no estoy satisfecho con el algebra porque esto no proporciona los métodos
mas cortos o las construcciones mas hermosas en geometria. Por eso creo que, por lo
que a la geometria concierne, necesitamos todavia otro andlisis que es claramente
geométrico o lineal y que expresara la situacion directamente como el algebra expresa
magnitudes.” (Leibnitz [1, 2:18-19], en op. cit., pp. 233-234).

Si bien Leibniz fracaso en su intento, su preocupacion fue compartida por varios matematicos
que, desde principios del siglo XIX, comenzaron afanosamente la blisqueda de un andlisis
geométrico intrinseco, en franca critica a los métodos analiticos que permitian, en una
demostracion geométrica, por ejemplo, la eleccion arbitraria de un sistema de coordenadas, lo
cual constituia un verdadero problema filoséfico.
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Los primeros acercamientos a un analisis bidimensional geométrico, que ciertamente se
tropezaron con el escollo de la multiplicacién, se gestaron en la necesidad de legitimar los
nimeros complejos, que han sido tratados, en al menos, cinco trabajos histéricos de matematicos
practicamente desconocidos, y que finalmente fueron aceptados entre los matematicos luego de
conocerse los escritos de Carl Friedrich Gauss alrededor de 1831 [11] y Cauchy, en 1849 [13]
(op. cit., pp. 234-235).

Algunos de aquellos autores no dejaron de intentar la generalizacion a la geometria espacial, que
fue lograda al mismo tiempo por Ferdinand Mdbius y Giusto Bellavitis, sentando asi la base de la
geometria vectorial. Mdbius, que a la sazon fue uno de los primeros que definié la nocion de
segmento de recta orientado, escribio en 1862, publicado en 1887 [15], "Uber geometrische
Addition und Multiplication”, donde definid6 la adicion de segmentos no colineales, la
multiplicacion por cualquier numero y dos clases de productos de segmentos. De hecho, en su
Teorema Central del Baricentro, Mdbius utiliza combinaciones lineales que arrojan un punto al
infinito, cuando la suma de sus coeficientes son cero; esta situaciébn, que no merecid ninguin
comentario de su parte, fue la que inspir6 mas tarde a Christian von Staudt en la invencion de las
coordenadas proyectivas. A su vez, Bellavitis, que nunca acepto a los nimeros complejos como
parte de las matematicas y que fracaso6 en su intento de generalizar el producto de vectores en el
espacio, tiene el mérito de ser el primero que definid, en 1833 [16], a través de su “Calcolo delle
Equipollenze”, los vectores equipolentes como entes puramente geométricos, y la suma de
vectores en el espacio que, curiosamente, lo llevaba de manera irremediable a los niimeros
complejos (Dorier, 1995a, p. 236).

Fue William Rowan Hamilton el matematico que por mas tiempo buscd ternas dotadas de la
adicion y la multiplicacion, que verificaran las propiedades de un campo, y que constituyeran el
equivalente del nimero complejo en la dimension tres. So6lo cuando logré cambiar su mirada, de
las propiedades algebraicas hacia la naturaleza geométrica de la multiplicacién en la dimension
dos, advirtié que esta operacion en la dimension tres, que representaria finalmente el producto
escalar y vectorial al mismo tiempo, deberia tener en cuenta las longitudes (unidimensional) de
los vectores, la rotacion entre sus dos direcciones (bidimensional) y el angulo que ellos forman
(unidimensional), lo que arroj6 por resultado, en 1843 [17, 1:106-110], su invento de los
cuaterniones. Si bien esta nueva entidad tuvo mas influencia sobre el desarrollo del analisis
vectorial que en la teoria de los espacios vectoriales, la posibilidad de una interpretacion
geométrica de resultados algebraicos marcé la importancia histérica de las relaciones
privilegiadas entre la geometria y el algebra lineal (op. cit., pp. 236-237).
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1.3 La dialéctica entre la geometria y el algebra

Justamente, fue la busqueda de un analisis geométrico intrinseco el que dio origen a un proceso
dialéctico entre la evolucion del algebra y la de la geometria. La aparicion de las sustituciones
lineales, concepto similar al que hoy se conoce con el nombre de transformaciones lineales, tiene
su origen, tanto en los métodos analiticos, a través del cambio de coordenadas, como en el
estudio de formas cuadraticas con coeficientes enteros en problemas de aritmética, y en la
solucion de ecuaciones diferenciales. De hecho, el mismo Euler en 1770 [18], si bien no
menciona la cuestion de la independencia y su acercamiento es esencialmente algebraico, realiza
manipulaciones en el contexto de los cuadrados de niimeros que pueden ser interpretadas como
sustituciones lineales ortogonales concluyendo que para cualquier n, pueden ser representadas
por n(n-1)/2 parametros y que sus n” coeficientes dependen de n(n+1)/2 relaciones. En forma
similar, Lagrange, entre 1773 y 1775 [19, 3:695/795] y Gauss, en 1798 [20], estudiaron el efecto
de las sustituciones lineales con coeficientes enteros en una forma cuadratica de dos variables, y
de dos y tres variables respectivamente, lo que condujo a este tltimo a una notacion muy similar
a la que hoy conocemos como matriz, para caracterizar tal sustitucion, y también, la
multiplicacion. Sin embargo, por cierto tiempo, los determinantes fueron confundidos con las
matrices, que s6lo alcanzaron su estatus actual a mediados del siglo XIX, cuando se las logro
vincular a otros objetos. Incluso, la multiplicacion, cuya no conmutatividad no habia sido
advertida al principio, no era considerada una operacion algebraica, sino, un proceso local. La
Escuela Alemana, a través de Eisenstein, y en particular Sylvester y Cayley de la Escuela Inglesa
de Algebra, hizo grandes progresos en esta direccion, que alcanzé su etapa de maduracion con la
publicacion de Cayley, en 1858 [22] “A Memoir on the Theory of Matrices”, trabajo en el cual
dio un informe detallado de los resultados de las ultimas dos décadas, alin para matrices no
cuadradas (Dorier, 1995a, pp. 237-240).

En el campo de la geometria, el encierro en el ‘reino de lo posible’, fue un obstaculo en el avance
hacia espacios de mas de tres dimensiones. Tanto es asi que Moebius, en su “Der Barycentriche
Calcul”, definié lo que hoy llamamos congruencia de figuras en el mismo plano, comentando
que ello no es verdadero para figuras tridimensionales, lo que explico asi:

“(...) para la coincidencia de dos sistemas iguales y similares A, B,C,Dy A, B', C",
D', ... en el espacio de tres dimensiones, en los cuales los puntos D, E...yD',E", ...
estan sobre los lados opuestos de los planos ABC y A'B'C', sera necesario, debemos
concluir por analogia, que nosotros deberiamos ser capaces de dejar a un sistema
hacer media revolucion en un espacio de cuatro dimensiones. Pero ya que tal espacio
no puede ser pensado, entonces esa coincidencia, en este caso, es también imposible.”
(Mobius [24, 526] en op. cit., p. 240).
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Fue Cayley, en 1846 [26], uno de los primeros en dar un paso decisivo en esta direccion al
mostrar como puede obtenerse la geometria tridimensional trabajando en un espacio de mas de
tres dimensiones:

“Uno puede, sin usar ninguna nocion metafisica hacia la posibilidad de un espacio

cuadridimensional, razonar asi (todo facilmente puede ser traducido también en la

lengua puramente analitica): asumiendo cuatro dimensiones en el espacio, uno puede

considerar /ineas determinadas por dos puntos, semiplanos determinados por tres

puntos, planos determinados por cuatro puntos (la interseccion de dos planos es por

lo tanto un semiplano, etc.). El espacio ordinario puede ser considerado como un

plano, y su interseccion con otro plano, es un plano ordinario, con un semiplano, una

linea ordinaria, y con una linea, un punto ordinario.” (Cayley [26, 217-218] en

Dorier, 1995a, pp. 240-241).
Dos tipos de acontecimientos en el siglo XIX fueron fundamentales en la justificacion del empleo
de los espacios de mas de tres dimensiones: 1) Las discusiones de los fundamentos de la
geometria, con el descubrimiento de la geometria no euclideana y el desarrollo de geometria
descriptiva y algebraica; 2) El descubrimiento de los cuaterniones por Hamilton que aniquilo6 el
principio de Jorge Peacock de formas equivalentes, que declaraba que cualquier algebra deberia
tener a la aritmética como fundamento. Es asi que la geometria analitica y la teoria de
determinantes y matrices fueron la base para el desarrollo de una geometria en la dimension n,
cuyas ramas mas productivas fueron la continuacion de los trabajos de Lagrange y Gauss sobre el
estudio de las formas cuadraticas. Sin embargo, a pesar de esta importante evolucion, la segunda
mitad del siglo XIX, no encontré atn al Algebra Lineal como un campo unificado (op. cit., p.
241).

l.1.4 El Algebra Lineal como elemento unificador y generalizador
Los aportes de Hermann Grassmann

“En mucho, la teoria de Grassmann deja una singularidad. Incluso, si bien todos sus
resultados corresponden a conceptos y teorias modernos, esto contribuyd a la
creacion de muy pocos de ellos. Para la teoria de Espacios Vectoriales, esto jugd un
papel importante en el descubrimiento de la teoria axiomatica, pero la mayor parte de
los conceptos de esta teoria fueron reestablecidos independientemente del trabajo de
Grassmann. Aun asi, debido a su acercamiento original, la version 1844 permanece
unica y ofrece una alternativa a la teoria de Espacios Vectoriales, que brinda un
analisis rico de las relaciones entre los conceptos formales del Algebra Lineal y la
intuicién geométrica que no puede ser encontrada en otra parte.” (op. cit., p. 246).
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Con estas palabras cierra Dorier su importante andlisis sobre los trabajos que Hermann
Grassmann publicara en 1844 [27] y 1862 [28], a los que caracteriza y distingue muy
especialmente por la originalidad de su presentacion y por los conceptos que en ellos introduce.
Mientras que la version de 1844 se debate en la dialéctica entre lo matematico y lo filosoéfico,
postura que no convencid a sus contemporaneos, la version de 1862, en la cual la mayor parte de
las consideraciones filoséficas habian sido suprimidas, no encontrd mas €xito que la primera.

A continuacidn sintetizamos la caracterizacion que Dorier (1995a, pp. 241-246) hace de cada una
de las versiones.

Version 1844

o Grassmann anuncia que brinda la primera parte de una teoria general que nunca completo, a la
que denomina Teoria de Extension y en la que la geometria y la naturaleza del espacio
representan sus fuentes importantes de reflexion.

o Su trabajo fue original para su tiempo, lo es aun hoy, y no podia y todavia no puede ser
totalmente apreciado, si uno no hace el esfuerzo para entender la filosofia sobre la cual esta
basado.

o Su teoria es auto-contenida e independiente del resto de las matematicas, en el sentido que
confid solo en las reglas elementales del razonamiento matematico.

o Comienza con una introduccion filosofica en la que explica qué son para ¢l las Matematicas,
comparadas a la Filosofia y a otras ciencias, y describe las raices de su inspiracioén en la
combinacion del producto en la geometria con la introduccion de negativos en este campo,
considerando, no s6lo las longitudes, sino también los desplazamientos.

o Continlia con un capitulo introductorio sobre la “Teoria de las Formas” en el que intenta
formalizar los conceptos de las operaciones algebraicas, lo que podria ser interpretado como
una presentacion axiomatica de las estructuras pero que, segin su estudioso, Lewis, no es
exactamente lo que reproduce. Este capitulo da la regla para la investigacion del aspecto
formal de la Teoria de Extension en la que la generacion es un concepto importante, ya que
las entidades son creadas por la "evolucion" o la conexioén con otras entidades.

o No us6 la nocion de numero hasta el cuarto capitulo, donde lo dedujo a partir del concepto de
division de magnitudes colineales extensivas, lo cual le impidié utilizar la multiplicacion por
un escalar, y por lo tanto cualquier combinacidn lineal existente hasta entonces, escenario que
complicé su lectura.

o La presentacion consiste en una dialéctica basada en los contrastes: igual-diferente, discreto-
continuo, general-particular, real-formal pero, en cada paso de la teoria, el lector puede ser
capaz de ver la situacion concreta de la cual y por medio de la cual, la teoria general procede.

o Sus mas fervientes criticos indicaban a menudo su carencia de claridad, debido a una
tendencia aplastante a mezclar bien resultados matematicos con consideraciones filosoficas
oscuras, como también le reprochaban el dar usos sélo después de resultados generales, que
hicieron sus ideas muy dificiles de seguir.
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(o)

Sostenia que la Geometria no deberia ser parte de la Matematica y que la Teoria de Extension
es el modelo para interpretarla.

Da las nociones equivalentes a los conceptos modernos de base y dimension, segiin su modelo
original de generacion, haciendo uso del contraste entre aspectos formales y reales de la
adicion de desplazamientos (los equivalentes de nuestros vectores), estableciendo como
resultado final que: un sistema de orden m es generable por cualquier conjunto de m métodos
fundamentales de evolucidon mutuamente independientes (ninguno es incluido en un sistema
generado por algunos de los demads). A pesar de que ademads plantea lo que hoy llamamos el
Teorema de cambio, y del cual podria ser deducido, no demuestra que menos métodos de
evolucion que m no pueden generar el sistema.

Aun con su base intuitiva, demostro su eficacia en la generacion de un modelo rico para la
linealidad y logré definir los objetos esenciales y demostrar la mayor parte de las propiedades
elementales de los espacios vectoriales de dimension finita.

Version 1862

(o)

Adopt6 una presentacion matematica mas clasica y un marco teérico de trabajo muy diferente
donde los objetos estan dados a priori o definidos a través de operaciones.

Casualmente, la desaparicion de cualquier fondo filosofico, en lugar de evitar un superficial
obstaculo de la version 1844, hizo del contenido matematico algo dificil de aceptar, de lo cual
se deduce que la nueva version no podia ser leida independientemente del trabajo original.

El Teorema de cambio y sus consecuencias fueron dados explicitamente en una serie de seis
teoremas (la mayor parte de sus lectores no vieron la importancia de este resultado).

Algunos conceptos introducidos han sido una fuente de inspiracion para teorias recientes,
como el Algebra exterior de Elie Cartan o mas recientemente, el calculo exterior del Gian-
Carlo Rota.

Defini6 un sistema de orden m como el sistema de todas las combinaciones lineales de m
unidades (p. €j. m magnitudes lineales independientes) y brindd una lista ‘de propiedades
fundamentales’ para las cuatro operaciones, afirmando que todas las leyes algebraicas de las
mismas, se deduciran de esas propiedades. Estas son:

Para magnitudes extensivas a, b, c:
MHa+b=b+a ; 2 a+(b+c)=(a+b)+c ; B)a+b—-b=a ; (4)a—-b+b=a....

Para la multiplicacion y division de magnitudes extensivas a, b, para numeros f3, y:
(M) ap=Pa 5 (2) (@P)y=a@y) ; O (a+byy=ay+by ; (4 aB+v)=ap+ay
(5)al=a ; (6)aP=0 ifand only if a=0o0rp =0 ; (M a:B=al/B)if p=0
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Estas propiedades, que pueden ser vistas como una especie de axiomatizacion a posteriori de
la estructura lineal., son casi las mismas que los axiomas de la estructura moderna de espacio
vectorial, excepto (1) y (7) sobre la multiplicacion, que son meras convenciones; (6), que es
una propiedad redundante; y el empleo ambiguo de substraccion, que hizo algo confuso los
concepto de cero y opuesto (lo que habia sido ampliamente analizado en la version de 1844).

0 A pesar de la carencia de éxito, la teoria de Grassmann contuvo las bases para una teoria

unificada de la linealidad, ya que ésta introdujo, con gran exactitud y en un contexto muy
general, conceptos elementales como la dependencia lineal, la base, y la dimension.
En ambas versiones ¢l dio una prueba elegante de un resultado equivalente a la formula
dim(E + F)+ dim(E N F) =dim(E) + dim(F") sobre la dimension de la suma y la interseccion
de dos subespacios. La dependencia lineal y la dimension son conceptos centrales de la teoria
de Grassmann, como lo son hoy en la teoria de Espacios Vectoriales moderna.

Los Accesos Axiomaticos de Peano, Burali-Forti y Marcolongo

Peano, publicé en 1988 [30] su propia interpretacion del Ausdehnungslehre de Grassmann, donde
defini6, recién en el ltimo capitulo, lo que él llamoé un sistema lineal, y que constituye en
términos modernos, la primera definicion axiomatica de un espacio vectorial. Peano, no solo
defini6 claramente los conceptos de cero, elementos opuestos y elimind la convencion y la
redundancia introducidas por Grassmann, sino que ademas marcé una diferencia fundamental con
su antecesor al proponer las propiedades de las operaciones que definen la estructura, en lugar de
deducirlas de la definicion de las operaciones sobre las coordenadas. En 1897 [31] Burali-Forti,
en un libro sobre Geometria Diferencial, si bien menciona la contribucion de Peano respecto a
haber hecho mas accesible el trabajo de Grassmann, no cita su acercamiento axiomatico; sin
embargo, en 1909 [32], junto al italiano Marcolongo publica en la introduccion del libro, lo cual
marca una significativa diferencia, una presentacion axiomatica de los sistemas lineales,
colaborando en la difusion de estas ideas, tanto en Italia, como en Francia.

No obstante este importante aporte, Dorier sefiala que en cierto sentido, los tres italianos fueron
menos precisos que Grassmann, por cuanto pasaron por alto la cuestion de la minimalidad de un
sistema de generadores, que es necesario para la prueba de la unicidad del numero de elementos
de una base, ni tampoco citaron el Teorema de cambio, de lo que se deduce que la dimension era
para ellos, una medida del grado de libertad; mientras que para Grassmann, una medida de
extension (Dorier, 1995a, pp. 246-247).
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Los acercamientos de Weyl y Dedekind

Hermann Weyl, en 1918 [33], dio también una definiciéon axiomadtica de lo que ¢l denomino
vectores-colectores lineales, en la que afadid un axioma dimensional, que si bien hace que su
presentacion no difiera en mucho de la de Peano en cuanto al concepto de dimension, llama la
atencion respecto a su preocupacion por la invarianza del nimero dimensional, al que muestra
como una caracteristica del colector, independiente de la base que se considere. Esta cuestion de
la invarianza, que para muchos matematicos era simplemente una obviedad, fue trabajada con
mucho cuidado por Richard Dedekind en 1893 [34], en una presentacidon en la que comienza
dando la definicion y las propiedades de la IL, a la que ¢l llama ‘irreducibilidad’, para definir
luego la idea de un espacio 2 como el conjunto de todas las combinaciones lineales de un
conjunto irreducible de n nimeros de un campo 4; al conjunto de esos n elementos llamé base de
Q, de cuyos elementos definid a su vez, las coordenadas. Luego, presentd las tres propiedades
siguientes:

I.  Los numeros de Q se reproducen ellos mismos por la adicién y la sustraccion, p. €j., la suma
y la diferencia de cualquier par de niimeros estan en Q.
II.  Cualquier producto de un niimero de Q por un numero de A4 es un numero de Q.
III. Hay »n nUmeros independientes en QQ, pero cualquier n+1 de tales numeros son
dependientes.”’

De estas propiedades se deduce que la dimension es una caracteristica de Q (Dorier, 1995, pp.
247-249).

Las pruebas de Dedekind, que no se basan en la teoria de ecuaciones lineales, pero si, en la
representacion con coordenadas muestran, entre otros resultados, que: ‘cualquier sistema
irreducible de n nimeros es una base de 0’, y relacionado con el cambio de base, que ‘un sistema
de n nimeros es irreducible si y solo si el determinante de sus coordenadas, en la base original,
no es cero’; sin embargo, no trabaja explicitamente la minimalidad de los generadores.
Finalmente, echa su mirada al caso de una extension de campo, p. €j., cuando el espacio es
cerrado en la multiplicacion, y en este contexto demostré importantes resultados que acercan el
trabajo de Dedekind a una presentacion moderna de los espacios vectoriales de dimension finita
(Dorier, 1995a, p. 249).

Los trabajos de Steinitz, van der Waerden y Sperner

“Sea R un subcampo de L, se dird que L es finito respecto a R y de orden n —lo que
serd designado por: [L : R]:n - si hay en L, n elementos linealmente independientes

sobre R, mientras cualquier conjunto de L de mas elementos que n es linealmente
dependiente sobre R.” (Stenitz, 1910 [35, 198] en Dorier, 1995a, p. 250).

2! Dedekind demostrd por induccion la segunda parte de la propiedad II1.
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De esta manera, Ernest Steinitz define clara y precisamente la dependencia lineal sobre un campo
R y una extension finita de orden # (que coincide con la dada por los italianos para el nimero de
dimensiones de un espacio lineal, aunque no parece haber tenido su influencia), luego de lo cual
mostréd que en una extension de orden s, para cualquier conjunto de n elementos, la IL es
equivalente al hecho de que cualquier elemento de la extension no puede ser expresado de mas
que de un modo como una combinacién lineal de estos n elementos. Steinitz se propuso
demostrar que cualquier base tiene n elementos y que cualquier conjunto de n elementos
independientes es una base de L, para lo cual tuvo que conectar un resultado acerca de la
generacion con una caracteristica de dependencia; asimismo, su definicion de base estd dada en
términos del sistema de coordenadas, y por lo tanto su prueba quedo instalada dentro del contexto
de las n-uplas y las ecuaciones lineales.

Después de la version de Grassmann de 1862, Steinitz es el primero que explicitamente prueba la
minimalidad de los generadores; también usa algo muy proximo al Teorema de cambio pero al
seno de las de extensiones transcendentales donde la dependencia algebraica incluiria a la
dependencia lineal. El define sistemas equivalentes e irreducibles, conceptos que llevados al
contexto de la linealidad le permiten enunciar que ‘dos sistemas equivalentes irreducibles
corresponden a dos bases del mismo espacio lineal’, luego de lo cual da tres teoremas a partir de
los que obtiene otros resultados generales en los espacios de dimension finita (Dorier, 1995a, pp.
250-251).

Si bien los resultados de Steinitz eran facilmente transferibles al contexto lineal, él no menciond
esa posibilidad y fueron sus sucesores Van de Waerden [36] y Sperner en el trabajo de Schreier
[37], los que luego de veinte afios usaron el teorema de cambio, con ese nombre, por primera vez.
Ambos autores citan a Steinitz, que aparentemente nunca habria utilizado el teorema de cambio
en el contexto de la dependencia lineal, pero no hacen referencia a Grassmann, que era bien
conocido entre los algebristas alemanes, probablemente porque sus accesos estan integrados en
contextos matematicos y filosoéficos muy diferentes (op. cit., pp. 251-252).

Los trabajos de Lagrange, Cauchy, Fourier y Banach

En la mitad del siglo XVIII D'Alembert, Lagrange [19, 4:151-165] y Euler ya habian notado, sin
dar una prueba rigurosa ni exactamente con estos términos, que la solucion general de una
ecuacion diferencial lineal homogénea de orden n podria ser expresada como una CL de un
conjunto de n soluciones "fundamentales", a pesar de que la independencia de estas ltimas no
habia sido trabajada. La solucion fue considerada como una serie de potencias en la vecindad de
cada punto, y sus derivados fueron obtenidos tomando el derivado de cada término de la serie,
entonces, la adicion término a término, condujo a una ecuacion lineal recurrente que determino
los coeficientes de la serie como las funciones de los n primeros, segin un método bien
establecido.
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El mismo Lagrange, en dos oportunidades, en 1762 y 1776, utiliz6 métodos similares que
implicaron la busqueda de lo que hoy llamamos ‘valores propios de una matriz’, en el contexto
de la solucién de sistemas de ecuaciones simultaneas diferenciales, pero ¢l no menciond la
semejanza de los dos problemas. Ello constituye s6lo una muestra de que la solucion de
ecuaciones lineales diferenciales jugd un rol importante en la teorizacion de la linealidad, y por lo
tanto, de los componentes esenciales del algebra lineal pero, a la vez, evidenci6 que los conceptos
y métodos permanecieron implicitos y no unificados, por casi un siglo, hasta que Cauchy
clarifico estas nociones y dio pruebas rigurosas de las mismas (Dorier, 1995a, p. 252).

Fourier, en 1822 [38, 169 6 212], en el contexto de la solucién de ecuaciones diferenciales por
serie de potencias, usé métodos para resolver infinitas numerables ecuaciones en infinitas
numerables incognitas, pero la carencia de entendimiento de la convergencia de la serie de
potencias no le permiti6é dar una solucion correcta a su problema, aunque sent6 las bases para un
nuevo método. Debid pasar mas de medio siglo hasta que aparecieran trabajos solidos en este
sentido, tales como el de Poincaré, que se refirio a un texto de Hill, y luego Hilbert, Tiesz,
Schmith, Hadamard y Fréchet, que se basaron en las ideas de Fourier, pero consideraron
diferentes condiciones limites restrictivas en la serie de potencias, restando aun el hallazgo de la
situacion mas general. Gradualmente, los matematicos fueron cambiando sus acercamientos al
problema, considerando los espacios vectoriales de funciones cada vez mas generales; esto
conduciria finalmente a la axiomatizacion del andlisis funcional, donde se destaca, en 1916 [39],
el aporte de Riesz-Fredholm, en el que se ve por primera vez una definiciéon general de un
subespacio vectorial de funciones normal y cerrado, lo que dio origen a lo que hoy denominamos,
Teoria de los operadores compactos de Riesz (op. cit., pp. 252-253).

“El presente libro sigue el objetivo de establecer unos teoremas validos para varios
campos funcionales, que especificaré. Sin embargo, de modo que yo no los demuestre
separadamente para cada campo, que seria doloroso, he escogido un método
diferente, que es: consideraré en un sentido general los conjuntos de elementos en los
cuales he postulado ciertas propiedades, deduciré algunos teoremas y luego
demostraré para cada campo especifico funcional que los postulados escogidos son
verdaderos.” (Banach [41, 2:308] en Dorier, 1995a, pp. 254).

Asi introdujo en la disertacion de su tesis, en 1920, Stefan Banach, lo que hoy se conoce con el
nombre de ‘espacios de Banach’, donde abordo, en forma paralela e independiente al trabajo de
Hahn, los espacios funcionales de dimension infinita no numerable y que constituyd un paso
decisivo hacia la axiomatizacion. En 1932, Banach publico el tratado Théorie des opérateurs
linéaires [42], en el cual dio el marco general y la mayor parte de los resultados del andlisis
axiomadtico funcional y del dalgebra lineal infinito-dimensional. Este texto, y la publicacion casi
simultanea de la primera ediciéon de Van der Waerden Moderne Algebra (1930), marcaron dos
acontecimientos que resultarian esenciales en la unificaciéon de una teoria axiomatica de los
espacios vectoriales de dimension finita o infinita (Dorier, 1995a, pp. 254, 256).
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En concordancia con la creciente popularidad del AL, aparecen los tres primeros libros que
presentan las nuevas teorias con objetivos educativos y que han tenido una notable y larga
influencia sobre la teoria axiomatica de los espacios vectoriales, tanto en su empleo en
matematicas como en su enseianza. En efecto, en 1941, Garrett Birkhoff y Saunders MacLane
[43] publican Survey of Modrn Algebra; en 1942, Paul R. Halmos [44] publica Finite
Dimensional Spaces; y en 1947, Nicolas Bourbaki [45] publica el segundo capitulo de libro II de
Eléments de mathématique bajo el titulo Algebre linéaire (Dorier, 1995a, p. 256).

Ill.2 Investigaciones en ensefianza y aprendizaje del Algebra Lineal

Las investigaciones que abordan temas de ensefianza del Algebra y el Analisis Matematico han
ocupado el centro de atencion de la Matematica Educativa desde sus inicios, sin embargo, en las
ultimas dos décadas se percibe un interés creciente en enfocar también la mirada hacia el dominio
del Algebra Lineal. Asumiendo el riesgo de ignorar resultados interesantes, exponemos a
continuacion los aportes mds relevantes que estas investigaciones han generado, tanto en relacion
con las dificultades detectadas en los estudiantes, como con las propuestas didacticas que
promueven, en concordancia con la pregunta 2, formulada en la seccion 1.2, p. 6.

ll.2.1 Segun Dubinsky y Carlson

En el articulo Some Thoughts on a First Course in Linear Algebra at College Level, Dubinsky
(2001) realiza un doble anélisis critico, por un lado, a las recomendaciones que el Linear Algebra
Curriculum Study Group (LACSG)? plasmoé en el texto editado por Carlson et al. (1993), y por
otro, al contenido del articulo Teaching Linear Algebra: must the fog always roll in?, que el
mismo Carlson publicd, también en 1993.

Dificultades

Aunque en este articulo Dubinsky reconoce que, a diferencia del Calculo, no existe un cuerpo de
investigaciones que documente la insuficiencia de los actuales cursos de algebra lineal, afirma

1

que existiria "una creencia convencional" respecto a que el plan de estudios vigente (en ese
momento) no es acertado en términos de lo que los estudiantes aprenden en esos cursos, y que las
principales dificultades se encuentran en las ideas de subespacio, conjunto generado por un
subespacio, dependencia e IL, base, dimension, espacios fila y columna de una matriz, el rango y
la nulidad de un matriz y su relacion con los espacios fila y columna, y los espacios vectoriales de
matrices y funciones, a las cuales, ¢l mismo agregaria la interpretacion geométrica de una

transformacion lineal (pp. 2,4).

2 E1 LAGSG, Grupo de Estudio del Curriculum de Algebra Lineal, fue formado en 1990 por David Carlson, Carlos
Johnson, David Lay y Duane Porter, para iniciar un sustancial y sostenido interés nacional en el mejoramiento del
Plan de Estudios de Algebra Lineal. Sus recomendaciones, que incluyeron un programa para un primer curso de
Algebra Lineal, fueron compiladas en 1997 por la Asociacion Matematica de América (MAA) en el texto “Recursos
para la ensefianza del algebra lineal”, Volumen 42. Guershon Harel habria pertenecido al grupo, pero nosotros no
encontramos antecedentes respecto a la época de su separacion.
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Dubinsky hace una interpretacion de lo que Carlson describe como los cuatro motivos que
originan las dificultades con subespacios, generadores y dependencia e IL:

1. El curso es impartido tempranamente y los estudiantes son demasiado inmaduros.

2. Las dificultades tienen que ver con los conceptos por cuanto los estudiantes tienen
poca experiencia con el estudio de ideas, a diferencia de lo que sucede con los
algoritmos computacionales, con los que tienen menor dificultad.

3. Los estudiantes no son experimentados en la utilizaciéon -mucho menos en la
determinacion- de algoritmos diferentes para trabajar con un concepto, en ajustes
diferentes.

4. Los conceptos son presentados sin la conexion sustancial con la experiencia previa
de los estudiantes (p. 5).

Si bien Dubinsky no niega la posibilidad de que estos motivos sean ciertos, sefiala que son
demasiado generales y que no indican claramente los caminos mediante los cuales las dificultades
pueden ser vencidas. Respecto al primer punto, que a su entender sugiere que un curso previo
mejorard la sofisticacion del pensamiento matematico de los estudiantes, alude a los informes de
estudios nacionales que reportan que esta situacion sélo genera que “menos estudiantes tomen
cursos de matematica y, para los que permanecen, la conviccion de que las matematicas
consisten, segin palabras de Ed Moise, en un repertorio de modelos de comportamiento
imitativo.” (p. 5). Asimismo, y en relacidon con las dificultades vinculadas al entendimiento de los
conceptos y su falta de conexion con las experiencias previas de los estudiantes, manifiesta
rotundamente que esa situacion solamente tiene lugar en los acercamientos estandar, los que no
permiten a los alumnos construir sus propias ideas, y que si bien, tanto el articulo de Carlson,
como el texto del LACSG aconsejan una participacion mas activa de los estudiantes, entiende que
no sefialan una direccion correcta de como lograrla. Por otro lado, percibe en los estudiantes la
gran dificultad de tratar con los cuantificadores existencial y universal (op. cit., p. 10).

Propuestas

A pesar de que Dubinsky (2001) advierte que el grupo RUMEC al que pertenece no ha
comenzado un trabajo sistematico en temas de algebra lineal” y que sus opiniones estan basadas
en experiencias en otras areas del conocimiento matematico, expresa un fuerte disentimiento con
el LACSG en cuanto éste propone que un primer curso de AL deberia poner el acento en las
representaciones cartesianas de vectores y en las transformaciones lineales de n-plas y matrices.

> El grupo RUMEC colaboré en la redaccion de la tercera version preliminar de Learning Linear Algebra with
ISETL Research in Undergraduate Mathematics Education Community, 389 pags., publicada en julio de 2002,
donde desarrollan ampliamente el tema, con soporte tecnolégico computacional.
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En relacion con la recomendacion del LACSG y de Carlson de que el curso deberia ser
reconocido como un curso de servicio, menos abstracto y relacionado estrechamente con los usos
practicos del algebra lineal, enfatiza que ¢l no observa el acercamiento a lo concreto®* ni tampoco
conexion alguna, directa o implicita, entre los problemas propuestos y sus aplicaciones (pp. 4, 6).

Asimismo, este investigador propone abordar la ensefianza del AL (y de la Matemadtica toda)
desde el marco de la teoria APOE*® que parte de la hipotesis de que:

“El conocimiento matematico es la tendencia de un individuo a responder, en un
contexto social, a una situacion percibida como un problema construyendo,
reconstruyendo y organizando, en su mente, acciones matematicas, procesos, objetos
y esquemas para tratar con la situacion.” (op. cit. p. 12), a través de abstracciones
reflexivas de interiorizacion, encapsulacion, coordinacion, inversion y generalizacion,
para lo cual sugiere construir, y ajustar, un conjunto de ‘descomposiciones
genéticas’*® de los principales conceptos del AL (op. cit., pp. 17-18).

Dubinsky pone en el centro de un disefio de instruccion eficaz la formulacion, por parte de los
estudiantes (haciendo uso del software ISETL), de programas que permitan comprobar, por
ejemplo, el cumplimiento de los axiomas de espacio vectorial, o si un vector es o no,
combinacion lineal de otros dos; a la vez que destaca la potencia adicional de la visualizacion
grafica en el caso de las funciones. También sugiere que ese disefio incluya un curso previo sobre
la cuantificacion, e insiste enfaticamente en la necesidad de desarrollar aplicaciones de los
conceptos, en otras disciplinas y cursos, a través de trabajos con ecuaciones diferenciales (con
multiples usos en las ingenierias y en las ciencias), los espacios vectoriales Z, (con aplicaciones
en las comunicaciones y la codificacion) y el abordaje del estudio de espacios vectoriales de
dimensién no finita (op. cit., pp. 17-24). En An Abstract Algebra Story, Leron & Dubinsky
(1995, p. 27) fundamentan ampliamente los beneficios de la ensefianza del AL a través de
experiencias utilizando ISETL.

ll.2.2 Segun Dorier

En el articulo Recherche en Histoire et en Didactique des Mathématiques sur [’Algebre linéaire.
Perspectives théorique sur leurs interactions, el investigador Dorier (2000a) hace una sintesis de
todos los documentos presentados a fin de obtener la autorizaciéon como director de investigacion.

** Puntualizamos que la tercera version preliminar de Learning Linear Algebra with ISETL ofrece tan solo dos
actividades en el contexto extramatematico, una de las cuales incluimos en el apartado IV.2.4, p. 88.

* En inglés APOS, que es una sigla formada por las primeras letras de las palabras: action, process, object, scheme.
% Una descomposicion genética consiste en el analisis teérico de un concepto matematico en términos de las
construcciones mentales que un estudiante deberia hacer para desarrollar su comprension del concepto.
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El autor describe los principales nodos de conflicto cognitivo en temas de AL, a través de una
reflexion de indole epistemologica, en una relacion dialéctica entre la génesis historica de los
conceptos y las herramientas didacticas de las que dispone, como la transposicion y la
antropologia didéacticas de Chevallard, y los obstaculos epistemologicos que Brousseau recoge de
Bachelard. Aquél, y otros articulos del mismo autor, son tomados en cuenta en el diagndstico y
propuestas que siguen.

Dificultades

“Las principales criticas de los estudiantes en relacion al algebra lineal tienen que ver
con la preocupacion que provoca el uso del formalismo, la cantidad aplastante de
nuevas definiciones y la falta de conexion con lo que ellos ya saben en matematica.
Esta bastante claro que muchos de los estudiantes tienen la sensaciéon de haber
desembarcado en un nuevo planeta y no pueden encontrar su camino en este nuevo
mundo. Por otro lado, los profesores normalmente se quejan de sus estudiantes
respecto al uso erratico de herramientas basicas de 16gica o teoria de conjuntos. Ellos
también se quejan de que los estudiantes no tienen habilidades en Geometria
Cartesiana elemental y, por consiguiente, no pueden usar su intuicidon para construir
representaciones geométricas de los conceptos basicos de la Teoria de Espacios
Vectoriales.” (Dorier, 1996, p. 150; 1998, p. 103; 2000Db, p. 28; 2002, p. 875-876).

Ante esta situacion, el mismo autor postula que el estudio de una nueva teoria formal requiere un
gran esfuerzo que muchos estudiantes no estan preparados para hacer, si no se les muestra, cuanto
antes, lo que ellos ganaran con el cambio. Sin embargo, el analisis histdrico ha permitido ver que
el acercamiento axiomatico de la Teoria de los Espacios Vectoriales no se impuso esencialmente
porque haya permitido resolver nuevos problemas (salvo el caso Banach, en 1920), sino como un
elemento unificador y generalizador de métodos diferentes ya vigentes en distintos contextos
(Dorier, 1995b, p. 180; 2000a, p. 35 ; 2000b, p. 28; 2002, p. 876). Este contraste entre las
necesidades de los estudiantes y la génesis historica plantea un verdadero desafio a los didactas,
ya que las investigaciones han demostrado que los errores cometidos por muchos estudiantes
pueden interpretarse como resultado de una falta de conexion entre los nuevos conceptos
formales y las concepciones previamente adquiridas por los estudiantes en areas mas restringidas,
pero con base mas intuitiva (Dorier, 1996, p. 150; 2002, p. 876).

Dorier (2000a, p. 33; 2000b, p. 28) afirma que a las presentaciones estandares de los espacios
vectoriales, es decir, aquellas que arrancan con un listado de sus axiomas y terminan con la
diagonalizacion de operadores lineales, a menudo sigue una practica que se limita a tareas de tipo
algoritmico en las que los estudiantes tienen ‘éxito’, por ejemplo, en encontrar la forma reducida
de una matriz con el método de Jordan, o la resolucion de sistemas de la ecuaciones lineales, pero
tienen severas dificultades para comprender las nociones de dependencia lineal, generadores, o
subespacios complementarios.
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En palabras de Chevallard (1991, pp. 67-68, en Dorier, 2000a, p. 33) esta algoritmizacion es una
respuesta clasica cuando el objeto de ensefianza aparece como demasiado novedoso. Pero,
paraddjicamente, las cuestiones que el alumno aprende a resolver, son casualmente aquellas que
ya sabia resolver, quiza con otros métodos, y sin necesidad de sumergirse en “la inmensa bateria
de los espacios vectoriales”. Esta situacion, a la que denomina ‘el obstaculo del formalismo’,
conduce irremediablemente al autor, y por qué no decirlo, también a nosotros, a la pregunta ;hay
que desechar la ensefianza de la Teoria de los Espacios Vectoriales en primer afio de la
universidad y esperar a que la necesidad aparezca en los estudiantes? A pesar de ello, muchas
personas encuentran importante su inclusion desde el inicio de los estudios universitarios (Dorier,
2002, pp. 876-877).

En cuanto a los conceptos cuyo estudio es el objeto del presente trabajo, Dorier (2000a, p. 59) se
refiere al hallazgo de un obstaculo epistemologico relacionado con la dificultad que presentan los
estudiantes para comprender el aspecto global de la dependencia lineal, que se pone en evidencia
cuando se pasa de dos, a mas de dos vectores (extrapolando la proporcionalidad), al responder
afirmativamente a la pregunta: “Sean u, v y w tres vectores en R’, si cualquier par de ellos no
son colineales ;son independientes?” y que forma parte de la experiencia que llevaron a cabo
Robert y Robinet (1989, en Dorier, 1998, p. 108).

Asimismo, se refiere a que una de las principales dificultades del aprendizaje del Algebra Lineal
es la escasa movilidad que invierten los estudiantes en la diversidad de registros de
representacion semiodtica (en el sentido de Duval), los diferentes lenguajes (en el sentido de
Hillel), los modos de pensamiento (en el sentido de Sierpinska), la flexibilidad cognitiva (en el
sentido de Alves Dias), los cambios de marcos (en el sentido de Douady), que no son,
ciertamente, equivalentes entres si (Dorier 2000a, p. 71; 2002, p. 877). A esta compleja
situacion, se suma la incongruencia semantica de la definicion de la IL, punto sobre el que
volveremos en el Capitulo IV, y respecto a lo cual, ¢l expresa:

“La independencia es el punto mas dificil porque la formalidad de la definicion es
casi imposible de traducir al idioma natural de manera que conserve la sintaxis (...).
Por consiguiente, en el sentido de R. Duval, no hay ninguna congruencia semantica
entre las dos formulaciones. En los dos casos, €l actua bien en la negacion de la
definiciéon en idioma formal, y en idioma natural de la dependencia (que son
semanticamente congruentes) (...).” (Dorier, 1996, p. 151; 2000a, pp. 55-56).

A todo lo antes dicho, debemos agregar las serias dificultades que presentan los estudiantes en
relacion con el concepto de vector geométrico (sin involucrarnos con el vector algebraico o
fisico) y que Lé Thi Hoai (1997, en Dorier, 2000a, p. 81) reporta en su tesis. El destaca dos
dificultades, la primera ligada al concepto de sentido, y la segunda, vinculada a la reduccion de la
idea de vector, a la sola caracteristica de su longitud.
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Propuestas

Dorier (1995b, p. 180; 2000a, p. 37) reconoce que las dos principales herramientas teoricas de la
didactica, esto es, “la Teoria de Situaciones" de Brousseau” y la dialéctica “herramienta-objeto"
de Douady tienen en comun el hecho de que el objeto de ensefianza debe aparecer como una
herramienta eficaz para resolver un problema accesible a los estudiantes, al que Brousseau
denomina, ‘situacion fundamental del concepto’. Aunque Dorier no afirma que no pueda
encontrarse tal situacidon, percibe que en este caso, en que el concepto encierra como idea
principal, su funcidon unificadora y generalizadora, la busqueda se torna francamente dificil.
Luego de experimentar algunas ingenierias didacticas, basadas en los cuadrados magicos o las
series de Fibonacci, los resultados mostraron que no respondieron a sus expectativas.

Sin embargo, basandose en un andlisis epistemoldgico, Dorier (1995b, p. 188) plantea un
acercamiento a la estructura de espacios vectoriales, a través de presentar a los estudiantes una
secuencia de clases que crea un contexto artificial que motiva la ‘génesis’ de los axiomas por

ellos mismos. Estas actividades arrancan con la pregunta: Siendo a,b,x,x,€E ;cuéles son las
propiedades que deben verificarse para resolver las ecuaciones en x: ax=bx, (a#0)y
a.(a+xy)=bx (a#b)? En sus respuestas, los alumnos obtienen un listado de propiedades

respecto del cual el profesor hard notar que posiblemente existan propiedades redundantes y les
solicita que obtengan el conjunto mas pequefio posible.

En relacion con la propuesta de un programa mas abarcativo postula, como primera hipotesis,
que la ensefianza del Algebra Lineal debe componerse de varias estrategias entretejidas y a largo
plazo (contrapuesto a la linealidad de la instruccion), utilizando lo que llaman el ‘meta lever’, asi
como el cambio de ajustes y de puntos de vista, para obtener modificaciones sustanciales para un
numero suficiente de estudiantes. El término ‘meta’ debe ser entendido como la actitud reflexiva
que se espera de los alumnos y ‘lever’ sefiala algo que tiene que ser usado, por parte del profesor,
en el momento oportuno y en el lugar correcto, para ayudar a que los estudiantes logren esta
actitud reflexiva, mientras resuelven una tarea matematica que se ha preparado cuidadosamente
para ellos (Dorier, 2000b, pp. 29-30).

En el programa que proponen, organizan la ensefianza global en cuatro pasos:

Primer paso: Se compone de fases preliminares que incluyen la organizacion de los cambios de
escenas para facilitar la convergencia de puntos de vista diferentes. Para lograrlo, se proponen
actividades relacionadas con ‘circuitos eléctricos’ de la l6gica formal, con el lenguaje de la teoria
de conjuntos, y experiencias con geometria espacial. Luego introducen la eliminacién gaussiana
para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales usando R". Estas actividades allanan el
camino a los conceptos de subespacios de R", de rango, y al doble punto de vista ecuaciones-
parametros.
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Esto se realiza a través de preguntas basicas, con las que tratan de inducir a los estudiantes a
reflexionar y que justificaran la introduccion de los conceptos de Algebra Lineal, tales como:
[tengo demasiadas, solamente las justas, o no alcanzan las ecuaciones? ;cuantos pardmetros
necesito para describir el conjunto solucion de un sistema de ecuaciones lineales? Luego la
instruccion se centra en la ensefianza de la Geometria Cartesiana en tres dimensiones.

Segundo paso: Comienza con una presentacion explicita de todas las preguntas comunes que
pueden formularse a partir de la fase precedente. Luego se definen la IL y el rango, mostrando su
invarianza, a través de combinaciones lineales y también del rango fila y columna. Esto es
seguido por la descripcion, con los parametros, de subespacios de R" inicialmente definidos por
sus ecuaciones y viceversa. Mas tarde, se exploran las nociones de dimension y de bases de
subespacios. Se hacen las pruebas de resultados fundamentales con el uso de formulaciones
abstractas y evitando el uso de coordenadas, lo que se justifica a los estudiantes por un uso
sistematico de pensamiento algebraico. Finalmente, se brindan algunos elementos metodologicos
acerca de como resolver problemas sobre subespacios en R"™: inclusion, igualdad, interseccion,
parametros y ecuaciones de subespacios. Durante esta fase se utilizan también métodos lineales
en otros campos: polinomios, series lineales recurrentes y ecuaciones diferenciales lineales.

Tercer paso: En esta fase se trabajan los axiomas de la Teoria de Espacios Vectoriales de
dimension finita y su uso como un modelo dentro de las matematicas, al mismo tiempo que se
ensayan varios métodos y se encaran algunos problemas prototipicos que fueron resueltos durante
las fases anteriores, pero que ahora se abordan desde Algebra formal. Estos problemas deben ser
bastante ricos, de modo que su generalizacion haga casi obligatorio el empleo de los conceptos
formales, bajo el ‘contrato' con los estudiantes, de modelarlos en términos de Algebra Lineal, por
ejemplo, el problema debe ser expresado en términos de una ecuacion lineal "T(u)=Vv'.

Cuarto paso: En esta fase, que es mas técnica y mas corta, se presentan las matrices, las técnicas
asociadas con el cambio de base y la inversion de matrices cuadradas. El instrumento 'matriz’,
introducido en relacion con operadores lineales, es usado en varios problemas en relacion con
diferentes campos de las matematicas, pero el calculo con matrices no es un objetivo importante
en el programa (Dorier, 2000b, pp. 31-32).

Se desconoce, pues el autor no indica que asi sea, si en el tercer paso se invita a los estudiantes a
encontrar los axiomas de un espacio vectorial, mediante el contexto artificial detallado mas
arriba.

En relacion con las ideas centrales de nuestro trabajo, Dorier (1998, pp. 109-110) muestra un
camino mediante el cual los estudiantes pueden enunciar por si mismo, las definiciones formales
de la dependencia e independencia lineal. El propone, luego de las definiciones de espacio y
subespacio vectorial, combinacion lineal y generador, plantear la pregunta ;cuando es posible
eliminar un vector, siendo todavia, los vectores restantes, generadores para el subespacio entero?,
a lo que los estudiantes responden sin conflictos, que la ‘condicidon necesaria y suficiente consiste
en que el vector que debe ser eliminado es una combinacion lineal de los demas’.
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Esto provee una definicion provisional de la dependencia lineal, esto es, ‘un vector es
linealmente dependiente de otros si y solo si éste es una combinacion lineal de ellos’, y por
negacion, obtienen otra definicion para la independencia. Cuando se les vuelve a preguntar:
[estos vectores son independientes o no? y notan la poca practicidad de la definicién encontrada,
logran formalizar finalmente otra definicion de la independencia lineal, en la busqueda de una
definicion donde intervengan todos los vectores.

Finalmente, queremos resaltar la importancia que este investigador otorga al concepto de rango
por tratarse ‘del nimero maximo de elementos independientes en un subespacio, y el nimero
minimo de generadores’ [generador minimo o independiente maximo, por lo tanto estamos
hablando de una base]. Dicha nocién se constituye asi en el lazo entre los conceptos de
dependencia lineal y generador, a la vez que afirma que la idea de rango puede interpretarse
como una sofisticacion de la nocion de dependencia, de lo que es natural desprender que su
comprension depende, por consiguiente, del entendimiento de esta tltima nocion (2000a, p. 55).

Por otra parte reporta que el ‘accidente’ [recordando la palabra utilizada por Euler] de la posible
desaparicion de una ecuacion (una fila nula en la forma triangular de la matriz) al hacer uso del
método del pivote de Gauss, permite un analisis reflexivo de las operaciones realizadas y ofrece
la posibilidad de interpretar la dependencia inclusiva en términos de dependencia lineal, sobre la
que hablamos en el apartado I11.1 del presente trabajo (2000a, p. 66).

lll.2.3 Segun Harel

Guershon Harel fue miembro del LACSG mencionado en este mismo apartado, e hizo su propia
interpretacion de las recomendaciones del grupo en el capitulo 5 del libro L'algebre linéaire en
question (Dorier (ed.), 1997, en Grandsard, 1998), en la que pone énfasis en la introduccion de
nociones elementales de AL en la escuela secundaria, relacionadas con la Geometria, y la
incorporacion del software MATLAB, o similar, en los cursos de AL.

Tal como lo sefiala Dorier (2002, p. 879), que comparte el acercamiento de Harel, el trabajo de
éste inspir6 la reforma del plan de estudios en EE.UU, asi como a autores de manuales. Sus
ultimos trabajos se orientan a temas vinculados con la ‘prueba en matematica’, en el marco del
proyecto PUPA”.

Dificultades

Este investigador sostiene que una gama sustancial de procesos debe ser encapsulada en objetos
conceptuales cuando los estudiantes abordan el AL y agrega:

*7 PUPA es la sigla formada por las primeras letras de las palabras Proof, Understanding, Production, and
Appreciation, y se trata de un proyecto apoyado, en parte, por una subvencion de la Fundacion de Ciencia Nacional a
Larry Sowder de Universidad Estatal de San Diego (Harel, 2001, p. 1).
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“La dificultad de pensamiento en el nivel de objeto de transaccion conduce a algunos
estudiantes a desarrollar 'mecanismos de defensa' (para 'sobrevivir' al curso),
consistiendo en la tentativa de producir un discurso escrito formalmente similar al del
manual o de una conferencia, pero sin comprender el significado de los simbolos y la
terminologia.” (Harel, 2000, en Dorier, 2002, p. 879).

Asimismo, ha advertido que el Calculo descansa sobre una fundacion de varios afios de estudio
de base en el nivel secundario, mientras que el algebra lineal exige el dominio de un numero de
ideas criticas con poca o ninguna fundacion previa (en Day & Kalman, 1999, p. 5).

Propuestas

Harel (1997, en Grandsard, 1998) postula, inspirado en la teoria psicologica de Piaget, tres
principios para la ensefianza del Algebra lineal: el Principio de Concretitud, el Principio de
Necesidad y el Principio de Generalisabilidad.

El Principio de Concretitud se basa en la premisa de que los estudiantes construyen el
entendimiento de un concepto en un contexto que es concreto para ellos, y si bien sostiene que un
acercamiento geométrico a los conceptos abstractos del AL produce una base bastante sélida para
la comprension de los estudiantes, en otros textos sefiala que muchos de ellos permanecen en el
mundo restringido de los vectores geométricos y no ascienden al caso general (Harel, 2000, en
Dorier, 2002, p. 880).

El Principio de Necesidad se funda en que, para aprender, los estudiantes deben ver una
necesidad intelectual que justifique la aparicion del nuevo conocimiento, es decir, que el

- ., 28
conocimiento se desarrolle como solucion a un problema“.

El Principio de Generalizabilidad, establece que cuando la instruccién estd preocupada por
respetar el primer principio, las actividades, dentro de este modelo, deberian permitir también
animar la generalidad de los conceptos. Este principio estd mas vinculado con decisiones
didacticas en cuanto a la opcion del material de ensefianza, que con el proceso de estudio en si
mismo.

Asimismo, a propoésito de los principios de Harel, Dorier (2002, p. 880) da tres ejemplos de
violaciones en correspondencia con cada uno de ellos. Al primero, cuando se ensefia el concepto
general de Espacio Vectorial como una generalizacion de estructuras menos abstractas, a los
estudiantes que aun no han construido los elementos de estas estructuras como entidades
mentales sobre las cuales otras operaciones mentales puedan ser realizadas. Al segundo, cuando
se extrae la definicion de Espacios Vectoriales en una presentacion de las propiedades de R". Al
tercero, cuando la nociéon de dependencia lineal es introducida en un contexto geométrico
definido por colinealidad o coplanaridad, que no es facilmente generalizable a todos los espacios
vectoriales.

% Este supuesto, basado también en Piaget, es el adoptado por Brousseau en la Teoria de las Situaciones Didacticas.
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Sintéticamente, la propuesta de Harel implica una abstraccion gradual que se desarrolla en tres
fases. La primera, trata con los modelos visuales geométricos de nociones de espacio vectorial
como subespacio, base y dimension, en dos y tres dimensiones. En la segunda fase, los modelos
de coordenadas, primero en R', R%, y R® y luego en R", son usados para redefinir los conceptos
considerados en la primera fase. La tercera, trata con espacios vectoriales cuyos elementos son
indefinidos, pero sus dimensiones son uno, dos y tres (Dubinsky, 2001, p. 9).

Con respecto al tema especifico de nuestro trabajo, Harel (2001, p. 9) propone una actividad, que
se funda en las raices historicas del AL, esto es, los sistemas de ecuaciones lineales, y a través de
la cual los estudiantes pueden ver la necesidad de formalizar el concepto de combinacion lineal
para, mas tarde, construir las nociones de dependencia e independencia lineal. La actividad
consiste en solicitar a los alumnos la expresion que permitiria hallar b, suponiendo que exista, en
el sistema A.X =b (incluso sugiere comenzar con un sistema homogéneo, es decir b=0). Algunos

estudiantes, habituados a la notacién que usaron en la multiplicacion de matrices, dan la respuesta
correcta: x AD +X, A% +...+x, AW =p donde 4™ representa la columna de 4 que ocupa el

lugar k. Los estudiantes, con ayuda del profesor, entienden que la relacion encontrada entre b y
las columnas de 4, merece un nombre, ‘combinacion lineal’. Luego, en el andlisis de la unicidad,
o0 no, de la solucion, surge la afirmacion ‘una de las columnas de 4 es una combinacion lineal de
las otras columnas’ y su ‘negacion’, situaciones que se designan, respectivamente, con los
nombres de dependencia e independencia lineal.

ll.2.4 Segun Artigue y Alves Dias

La mayoria de los trabajos de Mich¢le Artigue estdn vinculados a la ensefianza del Célculo, pero
también ha incursionado en el dominio del AL, donde sus aportes operan a modo de sintesis de
las herramientas didacticas descriptas por otros investigadores, muy particularmente, en el campo
de las representaciones y los modos de pensamiento.

Dificultades

Desde el punto de vista epistemologico, Artigue (2003, p. 127) opina, en coincidencia con Dorier,
que el advenimiento, a la escena matematica, del concepto abstracto de Espacio Vectorial
comparte caracteristicas comunes con el concepto de limite, en el sentido de que no fue
facilmente aceptado por los matematicos debido a que su caracter generalizador, unificador y
formalizador fue mucho mas fuerte que su potencial para resolver nuevos problemas, sensacion
que se repite en los estudiantes, quienes no necesitan esta construccion abstracta para resolver la
mayoria de los problemas de un primer curso de AL.
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Artigue etiqueta bajo el dominio de la flexibilidad cognitiva®® a los acercamientos que cada
perspectiva tedrica hace respecto a la articulacion entre los niveles de lenguaje, entre los modos
de pensamiento, entre los registros de representacion y entre los diferentes puntos de vista, e
insiste en que esta complejidad no aparece en los manuales y que se confia en que la capacidad
de esta articulacion sea asumida automaticamente por los estudiantes, una vez que tengan
disponibles las respectivas técnicas (Artigue, 1999, pp. 1383-1384).

Alves Dias y Artigue (1995) mostraron que las tareas que se ofrecen a los estudiantes, tanto en
los manuales como en las clases, son muy limitadas en términos de flexibilidad. Por ello
disefaron ejercicios para movilizar estos cambios alrededor del concepto de rango, que les ayudo
a identificar nuevas dificultades, tales como la identificacion de un tipo de representacion,
exclusivamente por caracteristicas semidticas, asi como los escasos medios de control sobre la
validez de las declaraciones de los estudiantes y la anticipacion de resultados.

Propuestas

Artigue se ocupa de recalcar que el camino del conocimiento al AL esta plagado de rupturas y
reconstrucciones, y para darle fuerza a este pensamiento recurre a otro del matematico Poincaré
(1904, en Artigue, 2003, p. 126) que, al comienzo del siglo XX, ya afirmaba que “necesariamente
los conceptos no pueden ensefiarse desde el principio en su forma definitiva”. Ella remite a los
trabajos especificos de Dorier et al. (2000b) en Francia, que intentan posibilitar que los
estudiantes realicen un trabajo reflexivo y cultural en relacioén con los conceptos del AL; también
menciona la propuesta de Carlson et al. (1993) para reducir los topicos de AL en un primer curso
en EE.UU y la reaccion, a esta propuesta, de Hillel y Sierpinska (1994), en Canada, a la que nos
referiremos a continuacion.

También toma en cuenta el analisis de las relaciones entre dos puntos de vista, que Alves Dias
(1998, en Artigue, 2003, p. 129) considera fundamentales en el tratamiento del AL: los puntos de
vista paramétrico y cartesiano’’, cuyo antecedente puede encontrarse en varios trabajos de
Rogalski (en Dorier, 2002, p. 877).

ll.2.5 Segun Sierpinska, Oktac y Hillel
Dificultades

“Vivir en un mundo de Algebra Lineal construido a partir de la estructura de R" hace
dificil diferenciar vectores y transformaciones de sus representaciones canonicas y
puede inducir nuevos obstaculos.” (Hillel y Sierpinska, 1994, en Artigue, 2003, p.
128).

* El término “flexibilidad cognoscitiva’ es introducido al 4mbito de la didactica por Alves Dias (1993, en Dorier,
2000a, p. 71), en su tesis doctoral, y retomado en Alves Dias y Artigue (1995), para designar la movilidad entre
diferentes marcos, registros o puntos de vista.

30 «Se adopta un punto de vista paramétrico con un subespacio vectorial, por ejemplo, si el subespacio viene
caracterizado por algin conjunto de generadores. Un punto de vista cartesiano consiste en caracterizar un subespacio
como las soluciones de un sistema lineal o como el espacio anulador de un operador lineal.” (Artigue, 2003, p. 129)
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Asi opinan estos investigadores respecto a limitar los primeros cursos de AL a los espacios
isomorfos a R”, dando énfasis al calculo matricial y sus aplicaciones, tal como propuso Carlson et
al. (1993) en el seno del grupo LACSG.

Asimismo, asocian la dificultad para comprender la estructura algebraica de los Espacios
Vectoriales, a la complejidad de las interacciones entre diversos tipos de lenguajes propios del
Algebra Lineal, el lenguaje geométrico de los espacios en dos y tres dimensiones (segmentos
orientados, puntos lineas, planos y transformaciones geométricas), el lenguaje aritmético de la
teoria mas especifica de R" (n-Gplas, matrices, rango, solucion de sistemas de ecuaciones) y el
lenguaje abstracto de la teoria general (espacios vectoriales, subespacios, dimension, operadores,
base) (Dreyfus, Hillel y Sierpinska, 1998, p. 209-210).

La Dra. Asuman Oktag, que en la actualidad dirige un grupo de estudio que explora los conflictos
cognitivos del Algebra Lineal, llevé a cabo, junto a Anna Sierpinska y Alfred Nnadozie (2002),
una investigacion cuya pregunta central es (El pensamiento tedrico es necesario para el éxito de
los estudiantes en un curso de AL? Concretamente, se interesaron por conocer si los estudiantes
que alcanzaron niveles altos de calificacién en un primer curso de AL, poseian también una
disposicion elevada al pensamiento teodrico, para lo cual entrevistaron, en el afio 2000, a 14
estudiantes que se encontraban en esas condiciones, mediante siete preguntas disefiadas de modo
que provocarian en los alumnos conductas bien diferentes que permitirian distinguir cuéando el
entrevistado estd haciendo uso de pensamiento teodrico, o practico, segun un modelo tedrico
inicial, y en términos de 18 clasificaciones jerarquicas de conducta tedrica, descriptos por los
autores. Dos de las siete preguntas estan vinculadas a la DL. El andlisis de los dichos de los
alumnos les permitid concluir, entre otros resultados interesantes, que seis estudiantes se
comportaron tedricamente consistentes en la primera pregunta, y tan solo tres, en la segunda.
Asimismo, y a modo de enunciado mas general, sostienen que los estudiantes encuestados se ven
inclinados a un pensamiento ‘definicional’ de los significados, que es un instrumento muy comun
en la retorica. Ademds, revalorizan el rol del prensamiento practico como un obsticulo
epistemologico al pensamiento teodrico, es decir como una manera de pensamiento contra el cual
el pensamiento tedrico se construye, y por consiguiente, sin el cual no podria construirse (pp. 43-
55).

Joel Hillel (1997, en Gransard, 1998, p. 209) explica como las dificultades de los estudiantes
americanos y canadienses, en su primer curso de AL al nivel de la universidad, son en parte
debidas a su primer encuentro con pruebas y con una teoria general formal. Sin embargo, también
sostiene que deben existir otras razones conceptuales inherentes a este dominio por cuanto los
estudiantes franceses, que cuentan con una formacion mucho mas formal en matematica, también
encuentran dificultades en los primeros cursos. El proporciona detalles respecto a la dificultad de
los estudiantes para identificar un vector con sus representaciones en bases diferentes, y mas aln,
cuando se trata de operadores lineales representados por su matriz normal o por matrices en otras
bases.
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Propuestas

Anna Sierpinska, Astrid Defence, Tsolaire Khatcherian y Luis Saldanha (1997, en Gransard,
1998, p. 209) distinguen tres modos de pensamiento en AL: el sintético-geométrico, analitico-
aritmético y el analitico-estructural’, que se corresponden respectivamente con los tres niveles
de representacion introducidos por Hillel y mencionados mas arriba. Respecto a estos modos, los
autores afirman que los estudiantes los utilizan espontineamente, pero no siempre en su forma
pura, sino que, a menudo usan una mezcla de ellos. Es asi que sugieren tratar de usar la
creatividad y las preferencias de los estudiantes por los computos para dirigir al razonamiento
analitico, su pensamiento numérico.

Dreyfus et al. (1998, p. 211) destacan la necesidad de que el acercamiento geométrico al AL debe
contemplar también los contragjemplos, esto es, transformaciones no lineales, de modo de
facilitar la comprension del concepto de linealidad, para lo que proponen un conjunto de
actividades a realizar con Cabri II.

Respecto a los pensamientos tedrico y practico, Sierpinska (2004) reporta:

“El pensamiento tedrico es, sin duda, necesario para entender ain los conceptos mas
basicos del algebra lineal. Pero no es suficiente para solucionar los problemas que no
son justamente las versiones ligeramente diferentes de ejemplos resueltos de
manuales, y seguramente no suficientes para aplicar o desarrollar el algebra lineal.
«Un entendimiento practico» de la teoria es necesario para encontrar los accesos
simpaticos rapidos, «los caminos faciles» de hacer cosas.” (pp. 21-22).

Vinculado con esta conclusion, y con experiencias que dan cuenta de que muchos estudiantes
logran calificaciones altas en un curso sin entender sus ideas principales, Sierpinska et al (2002)
vuelven a formularse la pregunta que gui6 su trabajo:

“Si el algebra lineal no puede ser entendida bastante bien sin el pensamiento tedrico,
y el pensamiento tedrico no es necesario para el éxito en un curso de algebra lineal,
entonces ¢cual es el sentido de hacer este curso obligatorio para tantos estudiantes?”

(p. 166).

3 Artigue (2003, p. 129) aclara estas ideas diciendo: “En el modo sintético, los objetos matematicos son dados
directamente a la mente, que intenta asimilarlos y describirlos. En el modo analitico, son dados indirectamente, construidos
a través de definiciones y propiedades de sus elementos. Este modo analitico es dividido por los investigadores en dos sub-
modos distintos: el analitico-aritmético, donde los objetos vienen dados por una formula que hace posible calcularlos, y el
analitico-estructural, donde los objetos se definen por un conjunto de propiedades.” Mas aun, Artigue (1999, pp. 1382-
1383) proporciona ejemplos al respecto cuando sostiene que: “Si uno piensa en las soluciones posibles de un sistema de
tres ecuaciones lineales con tres incognitas imaginandose el posicionamiento respectivo de tres planos en el espacio, esta
en el modo sintético-geométrico. Si uno piensa en este problema en términos de los resultados posibles de reducir una
matriz de 3x3, esta en el modo analitico-aritmético. Uno estd en el modo analitico-estructural si, por ejemplo, piensa en
términos de matrices singular y regular.”
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111.2.6 Otros

Dubinsky (2001) da varias alternativas a la propuesta del LACSG describiendo las de otros
investigadores:

1) Gerald Porter presenta un acercamiento pedagodgico en un curso de AL para estudiantes no
matematicos, usando un texto de desarrollo eminentemente practico, pero menos cuidadoso en el
soporte tedrico. Para complementar el texto, ¢l asigna a cada estudiante la tarea de escribir un
capitulo que explique los conceptos de subespacio, base y dimension, tomado como punto de
partida el espacio de solucion de un sistema de ecuaciones lineales y relacionando dicho material
con la dimension, lineas, planos e hiperplanos (op. cit., pp. 8-9).

2) Banchoff y Wermer publican un nuevo manual que apoya un acercamiento curricular que tiene
muchas semejanzas con el programa de Harel y que también trata con transformaciones lineales

(op. cit.,p. 9).

3) Hern y Long, mas que una propuesta pedagogica, hacen una descripcion muy cuidadosa del
efecto de las transformaciones lineales sobre varios objetos geométricos en dos y tres
dimensiones, tales como circulos, esferas, rectangulos, paralelepipedos, triangulos y tetraedros; y
como estos objetos se relacionan con conceptos principales del AL como valores propios,
subespacios invariantes, formas candnicas de matrices y cadenas de Markov. Si bien no parece
aplicable directamente en un primer curso de AL, resultaria interesante que algun didacta
retomara estas ideas (op. cit., pp. 9-10).

Otro trabajo sobre el que parece interesante detener la mirada es el de Hamdan (2003), en el que
se propone organizar la ensefianza del AL alrededor de la técnica comun de escalonar matrices,
de modo que los estudiantes alcancen el conocimiento de los eslabones que enlazan las
estructuras isomorficas. Con este proposito, ¢l muestra una docena de situaciones en las que el
procedimiento de reducir una matriz, es una técnica eficaz (p. 33).

También consideramos pertinente mencionar el trabajo, en el tema especifico que nos ocupa,
llevado a cabo por Donald Muench (1990), donde se proponen actividades a ejecutar con el
lenguaje ISETL. Muench fundamenta su labor asi:

“Uno de los conceptos fundamentales del algebra lineal es la nociéon de dependencia
lineal de un conjunto de vectores. A menudo, los estudiantes tienen dificultad para
comprender este concepto. Sin embargo, si ellos mismos tienen una posibilidad para
formular la definicion exacta, ellos asumen la custodia cognoscitiva del concepto. Si
este concepto es resultado de su inversion en la expresion exacta, ellos deberian tener
un mejor asimiento y una idea mas clara de como demostrar declaraciones sobre la
IL. Mostramos que el empleo de ISETL, naturalmente, requiere que los estudiantes
sean alin mas exactos y exigentes que el manual.” (p. 1).
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Finalmente, no podemos dejar de citar el libro “Learning Linear Algebra with ISETL”, publicado
por los investigadores norteamericanos y mexicanos Weller, Montgomery, Clark, Cottrill,
Trigueros, Arnon y Dubinsky, inspirado en los trabajos de Muench, y que recibiera la
colaboracion de los integrantes del grupo RUMEC. Este libro aborda la ensefianza de un curso
completo de AL con el uso del lenguaje mencionado.
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Capitulo IV
La Ensenanza de la Dependencia Lineal en el Medio

Este capitulo tiene como propdsito, por una parte, llevar a cabo un examen exploratorio que
permita obtener informacién significativa respecto a ;como ‘viven’ los conceptos de dependencia
e independencia lineal? tanto en las instituciones del Polimodal, como del Nivel Superior, en el
medio en el que hemos trabajado; y por otro parte, encarar un andlisis disciplinar de tales
conceptos, todo ello, bajo la mirada de los constructos de la Matematica Educativa.

IV.l La transposicién y el contrato didacticos

Consistentemente con las preguntas 3, 4 y 5, formuladas en la seccion 1.2, p. 6, en este apartado,
intentamos identificar las primeras aproximaciones al concepto de dependencia, sea lineal o no,
que han experimentado los estudiantes que ingresan a la universidad. También efectuamos una
exploracion de los curriculos, programas, guias de trabajo, notas didacticas, puestas en el aula y
métodos de evaluacion, que incluyen los topicos de Espacios Vectoriales; y un andlisis del
abordaje que los libros de texto obrantes en las bibliotecas de las facultades, hacen de los temas
involucrados en el presente trabajo. En otras palabras, indagamos acerca de ;como fueron
adaptados estos conceptos a estas instituciones didacticas? esto es, su transposicion didactica, y
en lo posible, el contrato didactico que rige en las clases, para mas tarde analizar en qué medida
¢éstos permiten detectar posibles obstaculos en la construccion, o bien, facilitan el aprendizaje
significativo de los conceptos en cuestion.

IV.1.1 La Dependencia Lineal en la Escuela Media

La exploraciéon de los curriculos y competencias del Nivel Polimodal, indagaciones no
estructuradas en el seno de las instituciones y nuestra propia experiencia, nos cuentan que la idea
de la dependencia lineal no es trabajada, al menos en estos términos, en ese nivel; sin embargo,
aln con este escenario, nos parece pertinente analizar los vinculos que sea posible establecer
entre algunos acercamientos a la nocion de dependencia, y muy particularmente, la
compatibilidad de las concepciones que los estudiantes pudieran haberse formado de aquella, con
el nuevo concepto por asimilar. Dicho de otra manera ;qué puede rescatarse de aquellas ideas,
concebidas en la escuela media, para coadyuvar a la construccion del concepto de dependencia
lineal, en el primer afo de los estudios universitarios? ;qué marcas pueden dejar esos
aprendizajes? ;cudl es su influencia? ;juegan un rol en contra? o bien ;son inexistentes?
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IV.1.1.1 La Dependencia entre los fenémenos del cotidiano

Con frecuencia, en su vida cotidiana, nuestros estudiantes han escuchado o utilizado la secuencia
de palabras “depende de”, por ejemplo cuando alguien afirma: “el lugar que elija para mis
vacaciones depende del dinero que logre ahorrar este afo”, “la nota que obtengas en tu examen
depende del tiempo que dediques al estudio”. Dejando de lado la carga subjetiva que pueden
tener estos enunciados, los mismos sugieren que existe un vinculo forzoso entre los pares de
magnitudes que involucran, dinero-lugar, tiempo-nota; es decir que la aparicion de una variacion
en una de ellas, provoca una variacion en la otra. En el campo de las ciencias, también conocen
que “la presion atmosférica depende de la altura” o que “la longitud de una circunferencia
depende de su diametro”, y que en muchos casos, es posible asociarles una ‘férmula’ que les
permite visualizar aquella variacion, manipulando las variables.

Ahora bien, cabe la pregunta ;qué contacto tiene esta idea de la dependencia con la dependencia
lineal de los espacios vectoriales? Veamos:

Supongamos un conjunto LD de n vectores, esto es, {vl,vz,...,vn} de un espacio vectorial V.

Como el conjunto es LD se sabe que al menos uno de los vectores es combinacion lineal de los

restantes; sea éste, por ejemplo, el vector no nulo v, =a,v, + azvy +...+a,v,, expresion

que también puede ser escrita: 0 = (-1)vy + a,v, + azv; +..+a,v,. Salvo en el caso de
los vectores con coeficientes nulos, cualquier variacion de los vectores v,,vs,...,v, producird

una variacion en el vector v;. En este contexto, podemos también interpretar que v; ‘no
depende’ de aquellos vectores cuyos coeficientes son ceros (porque sus variaciones no lo
modifican, no influyen sobre el mismo), aunque la definicion formal es mas general en este
sentido, y en particular, por la necesidad de poder admitir que el vector nulo, es combinacion
lineal de cualquier conjunto de vectores.

Pero este es s6lo un punto de vista de la cuestion, que puede traer poco significado en el seno de
los espacios vectoriales, por cuanto la dependencia estd vinculada a la variacion de los vectores
de un conjunto de vectores, supuestamente dado; pero adquiere sentido, cuando se tratan las
expresiones de un mismo vector en distintas bases. Aun asi, podemos concebir la situacion de
modo de involucrar la variacion de los escalares, en lugar de la de los vectores. Supongamos

tener un conjunto A= {vl,vz,...,vn} LI, simplemente por comodidad, de n vectores de un espacio
vectorial V" de dimension n. Un vector cualquiera v,,; € V' es CL de los vectores de 4, y por lo

tanto puede escribirse, de manera Unica como Vv, | =a|V; + AoV, + azvy +..+a,v,.

Cualquier variacion en el conjunto de escalares generard un vector distinto, cuyo conjunto, como
se sabe, recibe el nombre de envolvente lineal de A, o bien cdpsula de A.
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Vemos entonces que en ambos casos el contacto al cual nos referimos, aunque con ciertas
adaptaciones, es bastante obvio y simple, es el de la variacion ligada a la dependencia, ya sea
lineal, o no.

Respecto a las preguntas que guian este apartado, podemos agregar que la idea de la dependencia,
en este sentido que hemos apuntado, deberia quedar bien establecida en el Nivel Medio y que, al
menos, cumpliria el rol de justificar, debido a su consistencia, uno de los términos con que se ha
decidido denominar a aquel concepto, ciertamente mas complejo, de la dependencia lineal.

Entonces, no podemos negar la existencia de estos conocimientos previos, pero su impacto en los
nuevos, lejos de resultar negativos, no parecerian ser retomados en la ensefianza superior, tal vez,
justamente, por su supuesta obviedad, quedando a cargo del aprendiz la responsabilidad de
establecer tal conexion. Volveremos a trabajar este punto, mas adelante.

IV.1.1.2 La Dependencia entre los sumandos y la suma de vectores

El tratamiento de los vectores, tanto en el plano como en el espacio, ocupa un lugar en los
Contenidos Bésicos Comunes del Nivel Polimodal (CBC) (1997). En este documento se propone
trabajarlos desde sus aplicaciones (como representativos de fuerzas, traslaciones, velocidades,
aceleraciones, etc.), desde la geometria (como generadores de rectas) y recuperar las nociones de
distancia y angulo. En este marco se introducen las nociones de producto escalar y vectorial.

En la practica se observa el uso exclusivo de las representaciones cartesianas en base canonica
(por supuesto, evitando mencionar estos términos) y su suma, apoyada fuertemente en la regla del
paralelogramo, tal como se muestra en la figura que sigue. No se menciona la nocion de
dependencia lineal de los tres vectores en juego, y mucho menos, el concepto de espacio
vectorial.

YA

’ V=V vy =(X 1+ )+ (o + ) )
T U =
v=(x +x)i +(V1+1,) ]

U

v=a lT+a2j

~. ¥

Ny

X X aj

La ultima expresion muestra claramente al vector suma como una combinacion lineal de los

vectores de la base.
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El desarrollo de este tema deberia dejar una marca bien visible en los estudiantes, al menos
respecto a que, dados dos vectores no colineales de un plano, un tercer vector de ese plano puede
expresarse siempre como combinacion lineal de aquellos dos. Sin embargo, nada de eso se
percibe en el primer afio de la universidad.

IV.1.1.3 La Dependencia entre las variables en las funciones lineales

Las funciones lineales asumen dos aspectos en la Escuela Media: la forma explicita y=mx+n,

que es la mas propicia para la representacion manual y cartesiana de la recta, o bien, la implicita
ax+by+c=0, en las que la variable y suele denominarse dependiente y la x, independiente. No

se perciben tratamientos vectoriales ni paramétricos de la ecuacion de la recta. Por lo tanto, se
trata nuevamente de un contexto de dependencia vinculado ahora a una ecuacién, en la que
haciendo variar x, a través de infinitos valores, se obtienen los infinitos valores correspondientes
de y. Aqui podria quedar en evidencia la nocion de ‘grados de libertad’ o de ‘grado de
indeterminacion’ de una ecuacidon como ‘el numero de variables a las que es licito asignar valores
arbitrarios’.

Sin embargo, curiosamente, la cuestion de la dependencia en este contexto no pareceria ser
retomada a la hora del aprendizaje de la dependencia lineal en el nivel superior. Tampoco los
grados de libertad, no serian mencionados al tratar la ecuacion lineal con dos variables.Ambos
representan casos muy raros por cierto, en el Nivel Medio, al menos en las instituciones en las
que hemos trabajado. Esta situacion coincidiria con lo que reportan Panizza, Sadovsky y Sessa
(1999) en relacion con una experiencia en la cual el 90% de los alumnos no pudo obtener ninguna
solucion de la ecuacion 3x+2y=7,y el 10% restante utilizé un procedimiento, en ese momento

sorprendente para ellas, esto es, agregar otra ecuacion lineal y resolver el sistema resultante,
obstaculo que les impediria hacer confluir en este objeto matematico las nociones de variable y
de dependencia para obtener soluciones. Este resultado encontraria fundamento en que:

“(...) la escuela considera el objeto «ecuacion lineal con dos variables» en dos
situaciones especificas: o bien como ecuacion de la recta, donde la misma aparece
entonces como «la etiqueta del dibujo de una recta» o bien como una de los
componentes en los sistemas lineales.” (op. cit., p. 454).

Tal vez esta expresion sea un poco exagerada para los tiempos que corren ya que el topico figura
expresamente en los CBC (1997), pero nos consta que los pocos ejemplos que se exploran en la
escuela media, se llevan a cabo como breve preludio del abordaje de los sistemas de ecuaciones
lineales, que a la sazon tienen casi siempre solucion unica, y luego, quedan absorbidos por éstos.
Finalmente, las autoras concluyen que:

“(...) la ecuacidn lineal con dos variables no es reconocida por los alumnos como un
objeto que define un conjunto de infinitos pares de nimeros.”;

y que,
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“Cualquiera haya sido el trabajo realizado alrededor de «ecuacion de la rectay, éste
no parece suficiente para que los alumnos puedan establecer una relacion entre los
puntos de la recta y las soluciones de la ecuacion correspondiente.” (op. cit., p. 459).

IV.1.1.4 La Dependencia entre las ecuaciones de un sistema lineal

Los CBC también contemplan la ensenanza de los sistemas de ecuaciones lineales propiciando,
tanto las resoluciones analiticas como las gréficas, la comparacion de los distintos métodos y la
discusion del nimero de soluciones. Sin embargo, la observacion de las practicas docentes nos
dice que los profesores no se sienten inclinados a presentar a sus alumnos los sistemas que aqui
llamamos ‘impertinentes’, y tienden a proveer sistemas compatibles y determinados, tal como
lo reportan Panizza et al. (1999, p. 459): “(...) como producto de que la mayor parte de los
sistemas que los alumnos resuelven tienen solucion unica (...).”

Curiosamente, segin hemos podido constatar en la génesis historica del concepto que
consignamos en la seccion /1.1, p. 31, del presente trabajo, son los sistemas impertinentes, y muy
en particular, aquellos que derivan en identidades tales como 0=0, los que brindan un acceso
privilegiado a la nocion de dependencia lineal, como asi también a:

“(...) los determinantes, las matrices, las rectas, la naturaleza de las soluciones, los
vectores, las combinaciones lineales, y muy especialmente, los cambios de registro
semidtico, que si bien operan en este contexto como mediadores, se convierten en
potentes herramientas en la formacion matematica posterior.” (Andreoli, 2003,
Resumen).

Dentro de la predileccion de proveer sistemas con solucion unica, existiria también la preferencia
respecto a la utilizacion de la técnica de resolucion por determinantes, que deriva, en el caso de

los sistemas indeterminados, en expresiones V, y en los sistemas incompatibles, en expresiones
. . . : 33
% con a # 0; mientras que cualquier otro método, aplicado en su estado puro™, recae en

identidades 0 =0 o equivalente, y en contradicciones 0 =1 o equivalente, respectivamente. Es
en este punto que cabe la pregunta ;qué interpretacion pueden dar nuestros estudiantes a esos
resultados? si no es, por un lado, la de dependencia lineal, y por el otro, la de contradiccion, de
dos o mas ecuaciones del sistema. Estas ideas no serian levantadas por los docentes de la Escuela
Media y las interpretaciones hechas por los alumnos, nos recuerdan al ‘accidente’ mencionado
por Euler, que le provocara a éste, que una o mas incognitas quedaran indeterminadas.

32 Adoptamos el término ‘impertinentes’ (también ‘inoportunos’) introducido por Fraile (1977, en Mora, 2000) para
referirnos a los sistemas indeterminados. En este escrito extenderemos también el término a los sistemas
incompatibles.

33 Nos referimos a los métodos denominados de ‘sustitucion’, ‘igualacién’, y en particular al método llamado de
‘reduccion o sumas y restas’, que no conserva la traza de las ecuaciones (como si lo hace la eliminacion gaussiana)
arrojando, como unico resultado, la expresion 0=0 o equivalente.
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Un ejemplo de lo que describimos es lo que reportan Panizza et al. (1999, p. 456) al sostener que
los estudiantes tienden a invalidar la ecuacion como modelo del problema: “«Para mi hay

. .7 . 34
soluciones (del problema), pero esta ecuacion no sirve.»”

Recapitulando, ante los sistemas impertinentes, el método de los determinantes (Regla de Sarrus)
solo nos provee informacion suficiente para clasificar el sistema segun el cardinal del conjunto
solucion, lo que dicho sea de paso, es mas que suficiente en el caso de los sistemas
incompatibles; pero se convierte en un camino fallido cuando se estd en presencia de sistemas
indeterminados, si lo que se pretende es conocer, al menos, alguna de sus infinitas soluciones.
Cumplir con éste objetivo requiere, cambiar la técnica y comenzar de nuevo.

Veamos, a través de un problema (con una variante que se indica entre paréntesis), como lograria
abrirse el debate, y dar lugar a algunas de las interacciones que pueden establecerse entre los
distintos registros:

“Jorge y Camilo son dos docentes argentinos que, a pesar de que ya es dia 10 del
mes, todavia tienen algun dinero en el bolsillo. Acerca de este milagroso suceso, se
conocen los siguientes datos: i) se obtiene $236 si se suman el doble del dinero de
Jorge y el triplo del dinero de Camilo, ii) si se suma las tres cuartas partes del dinero
que tiene Camilo y la mitad del que tiene Jorge, entre ambos juntarian $59 (340)
;Cuanto es lo que atesoran en sus envidiables faltriqueras estos afortunados
trabajadores de la tiza?.””’

Modelizacion Registro algebraico Registro vectorial Registro
del problema Sarrus Otro método | Matrices Combinacién lineal geométrico’®
J=2
0 (2,3,236) = 4(1/2, 3/4, 59)
2J430=236 | o 0=0 2 31236 0 sea SEnas
%J +%C=59 . _.0 o equivalente | |0 0 i 0 1(2,3,236)+(-4)(1/2,3/4,59)=
1nf1n_1tas =(0,0,0) rectas
soluciones .
coincidentes
(2,3,236)#a(1/2,3/4, 40)
J=31
0 2 30236 L osed
2J +3C=236 =38 236 = 160 {0 0 i —76} no existen reales b y c,
lyi3c=40 0 0 equivalente [ no nulos a la vez, tales que:
204 no admite b(2,3,236)+c(1/2,3/4,40)=
solucion =(0,0,0) rectas paralelas

Finalmente, como habiamos anticipado, la nocion de la dependencia lineal no esta instalada en el
Nivel Polimodal, tal como la concebimos en el seno del AL.

3 Cabe aclarar que estos dichos fueron vertidos en el contexto de la resolucion de una ecuacién lineal con dos
variables, al practicar los alumnos, lo que las autoras denominan ‘sustitucion en si misma’, y que nosotros
extrapolamos, por similaridad, a la situacion que nos ocupa.

3> Adaptado de un problema propuesto en una Guia de Trabajos Practicos de la Facultad de Ciencias Exactas de la
Universidad Nacional de Salta. Argentina.

36 Las rectas que se muestran son solo ilustrativas y no responden a los datos del problema, ni a su contexto.
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Lo que hemos encontrado es, por una parte, interesantes aproximaciones al concepto general de
dependencia, y por otra, situaciones que permitirian la génesis de importantes nociones en aquel
nivel, o bien, merecerian ser retomadas, como el lugar desde donde los estudiantes puedan
desplegar alglin procedimiento de base para los nuevos conceptos.

Es por ello que, en términos de transposicion didactica, estamos en condiciones de afirmar que la
idea de la DL es inexistente, en tanto y en cuanto no se aborda ni se menciona en el Nivel Medio;
no obstante, lo realmente significativo es que los estudiantes acepten, sin explicacion alguna, el
hecho de que la aplicacion de la Regla de Sarrus arroje tan extrafio resultado, como lo es la

expresion % . Pero, revisando la literatura, esta situacién no deberia sorprendernos debido a que

encuadra perfectamente en lo que reportan Gascon et al. (2004, p. 19), bajo el titulo: “Aplicar
una técnica en Secundaria no incluye la interpretacion del resultado”, en relaciéon con lo que
acontece en la ESO’’ y que puede extrapolarse, sin temor a equivocarse, a nuestra comunidad:

“En la ensefanza secundaria no se suele exigir, porque no forma parte del contrato
didactico vigente en dicha institucion, que los alumnos interpreten el resultado de
aplicar una técnica para considerar si dicha técnica ha estado «correctamente»
utilizada. Asi, por ejemplo, el uso escolar de la resolucion de ecuaciones no suele
incluir ninguna «interpretacion» de los resultados obtenidos. En la ensefianza
universitaria esta interpretacion se da por supuesta y se trabaja sobre dicho supuesto.”

Esta aseveracion parece sugerir que la responsabilidad de la busqueda del sentido de los
resultados quedaria a cargo del docente; sin embargo, en esta ocasion, no la lleva a cabo ninguno
de los personajes que participan en la escena didactica.

IV.1.2 La Dependencia Lineal en la Universidad Nacional del Nordeste

IV.1.2.1 El escenario didactico

Del anélisis de los curriculos de las distintas carreras que se imparten en la Universidad Nacional
del Nordeste de la Republica Argentina, resulta que se dictan temas de Algebra Lineal en ocho
asignaturas cuatrimestrales de los Planes de Estudio, cuatro de las cuales se cursan en la
FaCENA, en la ciudad de Corrientes, tres en la FAI en la ciudad de Saenz Pena y la restante, en
la FI, en la ciudad de Resistencia. Una de estas asignaturas forma parte del segundo afio de la
carrera, por lo tanto, no serd objeto de estudio en este apartado.Ademas, analizadas ciertas
similitudes entre las restantes, las hemos reagrupado en cinco.

A través del siguiente cuadro, se muestra el lugar que ocupan los conceptos de DL e IL en los
programas de cada asignatura, indicando los topicos que le preceden y los que le siguen, las
carreras para las cuales se imparten y sus respectivas cargas horarias semanales.

’7 Ensefianza Secundaria Obligatoria que tiene su origen en la Ley Organica 1/1990 del 3 de octubre para la
Ordenacion General del Sistema Educativo, conocida como LOGSE.
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Parte de la informacion de este cuadro, y de la que le sigue, fue provista por los propios docentes
a través de la entrevista estructurada que se describe y analiza en el apartado V.1.3, pp. 112-117,
del presente trabajo, y confrontada con documentacion obrante en las Facultades.

En primer lugar, queremos establecer la principal diferencia que observamos entre la asignatura
Cl (también C2) y las restantes. Estas se imparten a alumnos que han decidido estudiar
Matematica, ya sea a través del Profesorado o la Licenciatura; mientras que a las demas
asignaturas se las considera de ‘servicio’ en otras carreras profesionales. Las diferencias a las que
aludimos, es posible analizarlas desde tres angulos:

1. Los topicos del AL se desarrollan en las carreras del Profesorado y Licenciatura en
Matematica a través de dos asignaturas cuatrimestrales completas con una carga horaria de 10
horas semanales; mientras que en las demads, abarca una unica unidad de una sola asignatura
que, en algunas circunstancias, tiene carga horaria semanal inferior.

2. La matricula estudiantil promedio, tanto del Grupo Tedrico como del Practico de la asignatura
C1 es de 60 alumnos, contra 900, 430 y 120, respectivamente, en las restantes.

3. Se supone que la formacion, predisposicion y vocacion matematica de los estudiantes que
cursan C1 es de nivel superior que en las demas.

Por las razones mencionadas, vamos a situarnos en el caso mas desfavorable, lo que significa
concentrar nuestra atencion en las asignaturas de servicio, que dicho sea de paso, atienden al 80%
de la matricula estudiantil de la FaACENA. Por otra parte, se observa que, salvo algunos detalles
que puntualizamos, las asignaturas C3, C4 y C5 muestran, no so6lo una organizacion curricular,
sino también un montaje didactico y précticas docentes similares; es por ello que tomaremos a C3
como asignatura testigo, representante de todas ellas, con el objeto de llevar a cabo el analisis de
la transposicion y contrato didacticos que las modela.

De la secuenciacion vy temporalizacion de contenidos

o La organizacion de los contenidos del tema “Espacios Vectoriales” consiste en:

o Se trabajan superficialmente, a través de uno que otro ejemplo, los subespacios generados, y
las transformaciones lineales, y no se tratan los temas, subespacios fila, subespacio columna,
envolvente, autovalores, autovectores, diagonalizacion, etc.

o El tiempo que se dedica al tema EV y a la DL e IL es, en promedio, de 8 horas y 2 horas
respectivamente aunque, éstos ultimos, atraviesan toda la unidad.

CAPITULO IV 66



Ca-
Carreras
dra

Unidad del programa que incluye
los temas de DL e IL

Temas que se dictan
antes

Temas que se
dictan después

Coordenadas en el
plano y en el

espacio.
U4: Dimensién de un espacio Sistema de abscisas en la | Subespacios.
vectorial: recta. Transfor. lineales.
Combinacion lineal de vectores Vectores aplicados. Algebra Vectorial.
Cl | Profesorado y Dependencia e Independencia lineal. | Vectores libres. Recta y Plano.
Licenciaturaen | Sistema de Generadores. Espacios vectoriales. Ecuacién general
10 Matematica Base de un EV. de segundo
hs Dimension de un EV. Matrices y grado en dos
Coordenadas de un vector. Determinantes variables.
Vectores aplicados en coordenadas. Sistemas lineales. Ecuacién general
de segundo
grado en tres
variables.
Curvas Gausas.
?g P{?ﬁg;iriz(til?rg en | Esta asign?tura, que complementa los temas faltantes de EV de C,l’. se imparte en el
hs Matematica segundo afio de estudios y por lo tanto se la excluye del presente analisis.
U7: Nociones de AL
Bioquimica Espacio Vectorial.

Licenciatura en

Definicion. Propiedades.

Nociones de Logica

Cs. Quimicas Vectores en R". Proposicional.
Profesorado en Igualdad y norma en R". Elementos de Teoria de | Nociones de
Cs. Quimicas y | Combinaciones lineales de vectores. Conjuntos. Geometria
3 del Ambiente Dependencia e Independencia lineal. | Conjuntos Numéricos Analitica.
Ingenieria Base de un espacio vectorial. Analisis Combinatorio. Matrices y
] Eléctrica Versores. Bases candnicas. Relaciones y Funciones. Determinantes
hs Ingenieria en Coordenadas. Dimension. Polinomios a una Sistemas de
Electronica Algebra vectorial. indeterminada Ecuaciones e
Licenciatura en Producto escalar. Funciones y Ecuaciones Inecuaciones
Ciencias Fisicas | Producto vectorial. Polinémicas. Lineales
Profesorado en Producto mixto. Funciones y Ecuaciones
Fisica An%ulos y cosenos directores en R” y no Polindmicas.
R°.
Vectores paralelos en R? y R’
U7: Nociones de AL . ) Fundame.n'.cos de Logica Matrices y
Espacios Vectoriales. Ejemplos: R". Proposicional. sistemas de
Matrices. Teoria de Conjuntos ecuaciones e
C4 Li . Subespacios. Relaciones y Funciones. . .
icenciatura en Cev . . inecuaciones
. Combinaciones lineales. Estructuras Algebraicas. .
Sistemas de L A ; lineales
10 s Dependencia e independencia lineal. Algebra de Boole : .
Informacion . . . . Combinatoria.
hs Sistemas de generadores. Polinomios. Nociones de Noci
. ., it ociones de
Base y dimension de un EV. complejidad G p
. . eometria
Rango de una matriz. computacional "
, . . Analitica.
Raices de un polinomio.
U3: E.st.r’uctura de EV Matrices y Det.
Cs Ingenieria Is)eé‘iIIICIOp dCE]:E‘:V RZAR Ecuac y Sist. L.
Electromecéanica | S40CSPaclos. Ljem. R’ ’, ) L .. Calculo vectorial.
i Combinacién Lineal. Conjunto Logica Proposicional
Ingenieria Civil . Recta en el plano
10 Quimica generador. Vectores LI y LD. Base. | Estructuras Algebraicas espacio
hs Alimentos Dimension. Coordenadas. Base C}'l °P T' Li
candnica. Componentes. onicas. 1r. Lin.
Paralelismo. Algoritmos. Autoval. y autove.
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ESPACIOS VECTORIALES

v

- ________.T"""""T """"" N H
Popiedades | ! Estos.contemdos son trabajados en :
' 1 unidades anteriores y, en este
¢ \ ' contexto, son apenas mencionados o
\ . . ]
Subespacios ' E se trabajan superficialmente !
¢ I‘ ————————————————————————————— |
\
1
Ejemplos \‘
v R
¢ ¢ PR ¢ ¢ N
N-uplas Matrices

JFunciones || Polinomios || Complejos | /
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atravesando los ejemplos, los conceptos de la teoria general

5| O M P et P GoPine!

Espacios Rango : -

RIYR ||For. Cansnica Conjpnts de yectores | | Conjpnto de vectores

Inversibilidad independiente dependiente

Producto ||Determinantes

interno. Generadores || Bases H»  Dimesion
Norma Sistemas de
Distancia || Ecuaciones

Lineales

De la modalidad de las clases tedricas:

o Se caracterizan por tratarse de clases expositivas cuasi-magistrales, con la sola diferencia de

que se producen pausas debidas a preguntas que formula el docente, y en pocos casos, el
alumno.

El profesor utiliza el pizarrén, a veces filminas, en su exposicion de las definiciones y
teoremas y recurre a unos pocos y sencillos ejemplos, emulando una clase tedrico-practica
o No se exige, aunque a veces se recomienda, la lectura previa de los temas a desarrollar.

Las clases teoricas no son obligatorias y a ellas asisten el 40% de los alumnos inscriptos.

De la modalidad de las clases practicas

o El docente intenta que los alumnos resuelvan por si mismos, o en grupos, las actividades que

se plantean en las guias, pero esta estrategia siempre le insume mas tiempo del que ¢l esta
dispuesto a dedicarle al tema, y tiende a resolver en el pizarrén, en la mayoria de los casos, la
actividad que propuso.

Si bien se cuenta con un laboratorio informatico, resulta insuficiente para atender grupos tan

numerosos, y en consecuencia, no se utiliza este recurso en ninguna clase practica.

o Se exige la asistencia al 75% de las clases practicas, de modo que si no se alcanza este
porcentaje, el estudiante pierde la regularidad en la asignatura y en tal caso puede optar entre

rendir en condicion de alumno libre, o bien, recursar la materia en el proximo ciclo lectivo.
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De las actividades de las guias de trabajos practicos

o De corte predominantemente algoritmico. En C3, a diferencia de las otras asignaturas, se nota
la intencion de proponer, en cada trabajo practico, situaciones integradoras, que generalmente
consisten en cuestionarios que permiten al estudiante manipular cada objeto matematico
puesto en relacion con otros a través de la red interna que subyace a los mismos, y a la vez
diluir, de modo de hacerla casi imperceptible, la frontera entre la teoria y la practica.

o Se observan escasas situaciones en contextos extramatematicos; generalmente puede
encontrarselas en los topicos que tratan los sistemas de ecuaciones e inecuaciones lineales.
Paraddjicamente, estas actividades son las primeras candidatas a suprimirse cuando el tiempo
apremia. Las practicas relacionadas con la DL e IL, se reducen a trabajar en el contexto de las
n-uplas.

o No se plantean problemas abiertos a la investigacion a cargo de los estudiantes.

De las notas didacticas

o Son elaboradas por los profesores y auxiliares de cada asignatura, y en algunos casos son
adoptadas por alumnos y docentes de materias afines, quienes las incluyen en sus
bibliografias recomendadas.

o Contienen desarrollos tedricos y ejemplos resueltos que siguen la secuenciacion propuesta en
el programa. El tema especifico de la DL e IL, de forma similar que en las précticas,
transcurre en el campo de las n-uplas, con algunos pocos ejemplos en otros espacios.

o En las versiones mas modernas, se observa una especial preocupacion por publicar notas que
reflejen un acercamiento mas acorde a las ultimas tendencias en educacion y que incluyen una
breve resena de las génesis histérica de los conceptos, que tienden a la integracion de la teoria
y la practica; que son auto-contenidas en el sentido de que pueden ser leidas en forma
autonoma al resto de las notas, si bien es necesario contar con conocimientos de unidades
anteriores; contienen situaciones resueltas y propuestas que intentan favorecer la construccion
de las nociones por parte de los alumnos y, en algunas, se incorporan instrucciones para
realizar tareas en el ordenador.

De la modalidad de la evaluacion

o La evaluacion de los aprendizajes esté lejos de ser continua, dado que consiste en la recepcion
de dos o tres examenes parciales vinculados a los conocimientos practicos, cada uno con
derecho a un recuperatorio, y otro adicional, extraordinario. Ademas del porcentaje de
asistencia ya citado, los estudiantes deben aprobar el 100% de los exdmenes parciales para
obtener la condicidon de regulares, y asi tener derecho a rendir el examen final que, en ese
caso, versa sobre temas tedricos.
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(o)

El examen final consiste en general en el requerimiento de definiciones, teoremas y
propiedades escritos, seguidos de preguntas verbales que, se supone, apuntan a detectar la
verdadera comprension de lo plasmado en el papel. En la asignatura C3 se observa una
variante sustancial en este sentido, respecto a las demas asignaturas, y acorde a lo realizado en
la practica; el instrumento de evaluacion, que consiste en un cuestionario cuidadosamente
disefiado, arrojaria una calificacion mas critica y justa, de acuerdo a un saber comprobable, a
la vez que disminuye el grado de subjetividad del agente evaluador y desanima el aprendizaje
memoristico por parte de los alumnos.

De la actitud de los estudiantes

(o)

Tal como indica Gascon (2004), se trabaja con el supuesto de que el alumno gestionard su
propio estudio, sin embargo, esta presuncion no encuentra eco, salvo en algunas excepciones.
La preocupacion mayor de los estudiantes es la de tomar apuntes que se reducen a lo que el
profesor escribe en el pizarron, denotando, mayoritariamente, una actitud pasiva.

Centran su atencion en la reproduccion de técnicas utilizadas por el docente, y tienden
fuertemente a la retencidon memoristica, como recurso alternativo a la falta de comprension.

IV.1.2.2 La Dependencia Lineal en los libros de texto

En este apartado analizamos algunos libros de texto obrantes en la Biblioteca de la FACENA que

tratan los conceptos de DL e IL de vectores. Casi todos los que se citan se encuentran

recomendados en la bibliografia de al menos uno de los programas de las asignaturas descriptas

en el apartado anterior.

Albino de Sunkel, M. (1984). Geometria analitica en forma vectorial y matricial. Ed. Nueva
Libreria S.R.I, 467 pags.

Luego de trabajar los conceptos de segmento y recta orientados, define CL de vectores
geométricos en el plano y el espacio, etc., EV reales, e introduce la nocién de DL, a la vez
que da el significado de CLN, CLNT y CLNNT. Continua con las definiciones de base,
dimension, coordenadas, etc., para finalmente desarrollar temas de geometria analitica y
transformaciones lineales. No contiene situaciones extramatematicas.

Cotlar, M. y Ratto, C. (1963). Introduccion al algebra. Nociones de algebra lineal. Ed.
Universitaria. Buenos Aires.

Inicialmente trabaja los conjuntos numéricos, estructuras algebraicas y algebra proposicional,
para luego sumergirse en la teoria de matrices y transformaciones lineales, determinantes,
sistemas de ecuaciones lineales, etc. Introduce la nocién de EV y define vectores de los
espacios euclideos ordinarios y EV abstractos y numéricos. Se apoya fuertemente en los
vectores en R” para introducir la DL. Da las ideas de generador, base, capsula lineal, etc. No
contiene situaciones extramatematicas.
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Grossman, S. (1996). Algebra lineal. Quinta edicion. Traduccién M. Gonzéalez Osuna, México.
Ed. McGraw Hill, 634 pags.

Comienza desarrollando los sistemas de ecuaciones lineales, matrices y determinantes, para
luego encarar el estudio de los vectores en el plano y en el espacio. Introduce los EV,
subespacios, CL, DL (donde propone un problema relacionado con mezclas de concreto) e
IL, base, dimension, rango, nulidad, espacio fila y columna, transformaciones lineales, etc.
Contiene interesantes aplicaciones a la economia.

Hoffman, K. y Kunze, R. (1973). Algebra lineal. Traduccién y adaptacion Hugo E. Finsterbusch.
Ed. Prentice-Hall Hispanoamericana S.A., 400 pags.

En primer lugar encara los sistemas de ecuaciones lineales matricialmente y en segundo, los
EV. Luego las transformaciones lineales, polinomios, determinantes, etc. Resulta interesante
destacar la opinion del autor cuando afirma que “(...) el AL es aquella rama de la matematica
que trata de las propiedades comunes de los sistemas algebraicos, que constan de un
conjunto, mas una nocion razonable de CL de los elementos del conjunto.”

Lang, S. (1990). Introduccion al dlgebra lineal. Ed. Addison-Wesley Iberoamericana S.A.,
Wilmington, Delaware, E.U.A. Impreso en EE.UU., 265 pags.

Presenta los vectores geométricos, las matrices y los sistemas de ecuaciones lineales, y luego

los EV, CL en el seno de las n-uplas, conjuntos convexos, 1L, dimension, rango, aplicaciones

lineales, etc. No presenta aplicaciones en contextos reales, salvo las cadenas de Markov al
trabajar con matrices.

Lipschutz, S. (1970). Teoria y problemas de dlgebra lineal. Serie de compendios Schaum.
Traduccién y adaptacion Hugo Paredes Manchola y Luis R. Jiménez Becerra. Ed. McGraw Hill.
Impreso en Colombia, 334 pags.
Trabaja previamente vectores en R" y C", ecuaciones lineales, matrices, y luego, los EV,
donde provee ejemplos en R", matrices polinomios, funciones, complejos, etc. Luego sigue

con subespacios, CL, subespacios generados, DL e IL, base, dimension, etc. No presenta
aplicaciones en contexto extramatematico.

Noble, B. y Daniel, J. (1989). Algebra lineal aplicada. Traduccién V. Gonzalez Pozo. Impreso en
México. Ed. Prentice-Hall Hispanoamericana S.A.

Comienza su libro desarrollando temas de algebra matricial, planteando preguntas y
aplicaciones simples. Luego aborda la solucion de ecuaciones y calculo de inversas. Mas
tarde trabaja con vectores geométricos para finalmente encarar el estudio de los EV. Propone
aplicaciones en contextos reales, pero no en el caso especifico de la DL.

Rojo, A. (1972). Algebra II. Ed. El Ateneo. Buenos Aires.

Presenta en primer término la estructura de espacio vectorial; define subespacio, CL, DL e
IL, basandose en ejemplos en R%, funciones y matrices. Luego define sistema de generadores,
base, dimension, y aborda las transformaciones lineales, matrices, determinantes, sistemas
lineales, etc. No presenta aplicaciones en contexto extramatematico.
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Strang, G. (1986). Algebra lineal y sus aplicaciones. Version espafiola de M. Lopez Mateos.
UNAM. Ed. Addison-Wesley Iberoamericana S.A. Impreso en EE.UU., 454 pags.
Inicialmente, aborda la eliminacion gaussiana; luego, la teoria de las ecuaciones lineales,
donde define los EV y subespacios. Define antes la IL afirmando que tiene lugar “si todas las
CL no triviales de los vectores son distintas de cero”. Luego desarrolla proyecciones

ortogonales y minimos cuadrados, determinantes, etc. Presenta aplicaciones en contextos
reales, pero no en el tema especifico de la DL.

Villamayor, O. (1976). Algebra lineal. O.E.A., Washington D.C, 128 pags.

Trabaja inicialmente ejemplos introductorios (fuerzas, desplazamientos, pares, n-uplas,
polinomios, funciones) donde muestra las propiedades comunes, para luego abstraerse de la
naturaleza de los elementos. Define EV, IL, base, dimension, coordenadas, etc.; luego,
transformaciones  lineales, determinantes, etc. Plantea originales situaciones
intramatematicas.

Las diferencias que notamos entre los distintos libros de texto revisados consiste, no
precisamente en las definiciones de la DL e IL que, a lo sumo, son permutadas, sino en los
conceptos que desarrollan previamente, y que se supone que el autor ha considerado como base
de los que le siguen. En este sentido, se observan importantes disparidades. En general, no
contienen situaciones en contextos extramatematicos, salvo aquellos libros que expresamente
indican en su titulo, que contienen ‘aplicaciones’.

IV.2 Consideraciones desde la Matematica y la Matematica Educativa

En este apartado pretendemos realizar un andlisis disciplinar —no exento de implicancias
didacticas- de los conceptos y definiciones de la dependencia e independencia lineal de vectores
y de sus ideas conexas, con el objeto de obtener un cuerpo ordenado de saberes relativos a tales
conocimientos, dando respuesta a las preguntas 6, 7 y 8, que nos hemos planteado en la seccion 1.
2, p. 6, de este trabajo.

A efectos de abordar la problematica especificamente matematica que plantean estas nociones a
nuestros estudiantes, intentamos identificar las componentes de esta obra, atendiendo a la
estructura interna y a las interrelaciones de esas componentes. Es por ello que recreamos aqui lo
que entendemos por definicion y concepto de un objeto matematico; exploramos qué
concepciones puede otorgdrsele al término ‘vector’ al interior del AL; construimos dos
organizaciones o praxeologias matematicas de dos tareas, de las que seran analizadas las
respuestas de los estudiantes, en el subapartado V.1.1.3, pp. 102-108; y finalmente, describimos
un campo conceptual, acorde a los fenomenos de la transposicion y contratos didacticos
identificados en la seccion anterior.
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IV.2.1 Concepto y Definicion matematicos

Un concepto matematico es el conjunto de ideas consistentes que forma o concibe el intelecto

respecto a un objeto matematico.

La definicion de un concepto matematico es un enunciado que identifica las relaciones existentes

entre objetos matematicos definidos previa e independientemente a partir de los términos

primitivos o axiomas de una cierta teoria.

Desde una mirada comparativa tenemos que:

©)

Una definicion es una proposicion que describe los caracteres genéricos y determinantes de
una idea; un concepto es la representacion mental de dicha idea, que a su vez se plasma en
distintas representaciones semioticas.

Una definicion puede enunciarse o no, un concepto existe, independientemente de nuestra
voluntad de evocarlo.

Una definicidon puede aprenderse de memoria, un concepto, no.

Definir consiste basicamente en delimitar; poner fines o limites a un pensamiento para
encontrar su verdadera esencia. Las definiciones forman parte de la esencia del concepto.

Un individuo no puede apropiarse o dominar una nocién o concepto sin que haya mediado el
entendimiento.

Una definicion siempre tiene asociada un concepto y un concepto puede tener asociadas
varias definiciones equivalentes segiin determinen el mismo conjunto de ejemplos.

En relacion con las definiciones, Gascon, Lecanda, Sales y Segura (2004) senalan el cambio de

rol, de descriptivo a constructivo, que sufren aquellas en la transicion de la Ensefianza Media a la

Universidad; es asi que reportan:

“El papel de las definiciones cambia radicalmente al pasar de Secundaria a la
Universidad. Mientras que en Secundaria las definiciones hacen un papel
esencialmente descriptivo, con la finalidad de precisar ciertas caracteristicas de
objetos supuestamente conocidos; en la Universidad las definiciones sirven para
construir objetos nuevos, en el sentido de que, en adelante, cada vez que aparezca uno
de esos objetos, habrd que apelar obligatoriamente y estrictamente a su definicién. En
la ensefianza secundaria el alumno tiende a considerar cualquier definicion
matematica como una precision innecesaria y, por tanto, prescinde de ella en la
practica.” (p. 20).

Sierpinska (1992) se aventura atin mas al considerar a la dificultad de la interpretacion del rol de

las definiciones en la actividad matematica como un obstaculo epistemoldgico, a lo que agrega:
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“Definicion es la descripcion de un objeto conocido de otra manera por los sentidos o
por el discernimiento, no es la definiciéon quien determina al objeto sino el objeto el
que determina a la definicion. Una definicion nos es valedera logicamente.”

IV.2.2 ;Qué es un vector?

Si llevdramos a cabo la experiencia de preguntar a quien se nos cruce delante ;qué es un vector?
es muy probable que obtengamos muy variadas respuestas. Si se trata de un bidologo nos
contestarda que es ‘un agente huésped portador del germen de una enfermedad’; si es un
diseriador grdfico, nos dird que es ‘un medio para definir una imagen en términos de formas
geométricas’; si es un programador, contestard que ‘es un array o arreglo de una dimension, es
decir, un conjunto de variables o registros del mismo tipo’ (a los de dos 0 mas dimensiones, los
denominan matrices); si es un estadistico, responderd que se trata de ‘un conjunto de valores, en
una secuencia algebraica ordenada de menor a mayor’; si es un genetista dira que consiste en ‘un
agente, que puede ser un virus o un pequefio fragmento de ADN, que porta un gen extrafio o
modificado’; si es un fisico, respondera que se trata de ‘un concepto que permite describir
magnitudes direccionales tales como velocidad, aceleracion o fuerza y que se representa mediante
un segmento con una flecha, del que se definen: punto de aplicacion, moddulo, direccion y
sentido’; si se trata de una persona comun con cierta instruccion, responderd, de forma similar al
fisico, que es ‘un segmento de recta dirigido en el espacio del cual se pueden determinar aquellas
caracteristicas’, o bien, ‘un conjunto ordenado de cantidades con determinadas reglas para su
utilizacion’; si es un matematico, contestara que ‘es todo elemento de un espacio vectorial’.

Alguien podria cuestionar esta ultima definicion afirmando que ‘no tiene gracia’ y hasta que es
‘ilicita’ por cuanto no explica qué es un vector, sino que se limita a sefalar el conjunto en el que
‘viven’ los vectores, y es en este punto donde cabe la pregunta ;qué proceso de pensamiento
puede guiar a nuestros estudiantes, al inicio de sus estudios universitarios, para asimilar
semejante definicion?, cuando ello sélo pareciera posible si se posee un cabal entendimiento de
qué significa ‘hacer matematica’. Todos esperamos que les sea suficiente mostrarles que la
definicion es consistente y no viola los principios de las Matematicas, por cuanto se vale de la
suposicion de la existencia de espacios vectoriales, que a la sazon, no son definidos como
conjuntos de vectores, sino en base a nociones conjuntistas y algebraicas, y que, por lo tanto, no
existe circularidad alguna en la misma. Sin embargo, el hecho de que los vectores surjan como
elementos de una cierta estructura, definida previamente, y no al revés, y mas alin, que cualquier
propiedad de los vectores deberd ser deducida a partir de su pertenencia a dicha estructura,
pareciera contradecir el pensamiento de Sierpinska (1992), que hemos citado en la seccion
anterior, y que presupone un conocimiento, al menos intuitivo, del concepto que se pretende
definir. Y decimos ‘pareciera’ por dos razones que consideramos fundamentales:
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1) que la evolucion historica, hasta alcanzar la creacion de la nocidon de Espacio Vectorial, tal
como la hemos descripto en el apartado III.1, nos muestra que los vectores preexisten, ya sea
como n-uplas, vectores geométricos, matrices, funciones o polinomios, a la idea unificadora y
generalizadora de los espacios vectoriales;

2) que los alumnos que cursaron el Nivel Polimodal habrian experimentado un primer
acercamiento, no solo a un concepto de vector (nos estamos refiriendo obviamente a los vectores
geométricos) que les permitiria al menos imaginar algunos habitantes de aquellas nuevas
estructuras llamadas espacios vectoriales, sino también a otros objetos como las funciones y los
polinomios, a los que ni remotamente hubieran pensado como vectores.

Estas digresiones explicarian que la idea del objeto ‘vector’ es previa a la definicion, lo cual no
significa que el concepto de vector algebraico, mas amplio y abarcativo, no plantee profundos
conflictos cognitivos a nuestros estudiantes de primer ano de la Universidad. Por una parte,
hemos percibido que el proceso mental que se exige a un alumno ingresante no difiere
considerablemente de su correlato historico, pero si se diferencia abismalmente en relacion con el
tiempo en que debera producirse dicho proceso. En otras palabras, lo que insumio dos siglos a los
matematicos, nuestros estudiantes deben asimilarlo en apenas unos dias.

Por otro lado, el fenémeno de la transposicion diddctica, al cual nos hemos referido en general,
en el apartado I1.3, y en particular, en el apartado IV.1, se hace presente en el hecho de que, el
momento de incorporar la definiciébn axiomatica de los espacios vectoriales y todos los
conocimientos derivados de la misma, implica tres categorias de abstraccion:

incorporar como espacios vectoriales a los conjuntos de los vectores geométricos;
reconocer e incorporar a los espacios vectoriales, los conjuntos de complejos, funciones y
polinomios;

o conocer, reconocer e incorporar a los espacios vectoriales, los conjuntos de las n-tplas y las
matrices.

De tltimas, también deseamos puntualizar que la definicién de vector algebraico que acabamos
de analizar abona el pensamiento de Gascon et al. (2004) cuya cita obra en el apartado anterior,
por cuanto no es mas que un ejemplo del rol constructivo que asumen las definiciones en la
universidad.

Por cuerda separada a la definicién del objeto ‘vector’, nos parece pertinente ampliar algunos
detalles de la experiencia llevada a cabo por L& Thi Hoai (1997, en Dorier, 2000a, pp. 81-82) a la
que ya nos hemos referido en el apartado III.2. Thi Hoai proveyé a alumnos franceses y
vietnamitas de segundo afo de secundaria, el siguiente ejercicio:

Sea un hexdagono regular ABCDEF cuyo centro es O. Entre todos los vectores cuyo

origen y extremo se toman del conjunto de puntos {A,B,C,D,E F,0}, indique todos

aquéllos que son iguales al vector AB .
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Un tercio de los alumnos franceses responden
correctamente, a la vez que un cuarto toman en
cuenta, en sus respuestas, solo la longitud de los
vectores de manera que llegan a obtener hasta 24

vectores idénticos.

Algunos estudiantes consideran que BC=AB
porque tienen la misma longitud y sentido,

mientras afirman que CB# AB porque tienen igual
longitud, pero distinto sentido.

Resulta innecesario profundizar en los origenes de estas respuestas, pues saltan a la vista. Sin
embargo, aunque con mucha cautela, Dorier (2000a, p. 82) destaca un fuerte paralelismo entre lo
que ¢l considera un obstaculo epistemologico que surge del analisis de la génesis historica (en la
busqueda de un analisis geométrico intrinseco), al que nos hemos referido en el apartado I1I.1, y
las dificultades de los alumnos, vinculada al hecho de que la idea de vector geométrico no se
introduce en la ensefianza como una herramienta para resolver calculos geométricos. También
sefala la dificultad para pasar de la nocion de segmento orientado a la de vector libre como clase
de equivalencia.

Estas disquisiciones nos parecen relevantes, ya que de algin modo estamos considerando a los
espacios vectoriales de los vectores geométricos como un importante, por no decir el Unico,
conocimiento de base que permite encarar los temas del Algebra Lineal.

IV.2.3 Las definiciones de dependencia e independencia lineal®®
La definicion de Dependencia Lineal

Segiin hemos logrado constatar a lo largo del andlisis que desarrollamos en los subapartados
IV.1.2.1 yIV.1.2.2, tanto los libros de texto como los docentes adoptan la siguiente definicién:

“Se dice que el conjunto de vectores {v|,v,,....,v, } incluido en un espacio vectorial es

linealmente dependiente si, y solo si, existen combinaciones lineales nulas no
triviales de esos vectores” (1)

n
Estoes: {v,v,,....,v,} es LD < 3Jay,a,,....,a, no todos nulos / Y. a;v;=0 (2)
i=1

3% Estamos suponiendo aqui que el lector conoce y comprende los conceptos: CL, CLN, CLNT y CLNNT, etc. Sin
embargo, puede revisarlos, mas adelante, en la seccion IV.2.5, pp. 89-91.
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que puede presentarse en esta otra version:

V,Vpyesv, } s LD & EIie{l,Z,...,n}/[ial—vi:O/\al-;tOj 3)
i=1

También es posible definir la DL de la siguiente manera (la que es presentada generalmente como
una propiedad luego de brindar la definicion (1) y sobre la que volveremos més adelante):

“Un conjunto de vectores es LD si, y solo si, al menos uno de los vectores es

combinacion lineal de los restantes” 4)
n
Esto es: {vl,vz,...,vn} es LD < Jj:12,.,n/v;= Zaiv,- (5)
i=1
;;tj

Queda claro que la ‘dependencia’ (‘independencia’) recae en el objeto matematico ‘conjunto de
vectores’; sin embargo, es muy frecuente, y seguramente con el deseo de expresar mas
brevemente la idea, que los docentes, los alumnos e incluso algunos libros de texto, se refieren a
que tal o cual ‘vector’ es LD (LI) de otros dados, adjudicando esta caracteristica a uno o mas
vectores, en lugar de al conjunto de todos ellos.

Tal como hemos visto en el subapartado 1V.1.2.1, pp. 65-70, al describir las caracteristicas de la
asignatura C3, la definicion de la DL es precedida por las definiciones de CL (donde se especifica
claramente el cuerpo de escalares), CLN y CLNT, quedando a cargo del alumno la obtencion, por
negacion, de la definicion de CLNNT, que generalmente no se hace explicita mas que a través de
ejemplos en el seno de algin ejercicio.

La definicion de Independencia Lineal

La primera definicion de IL con la que tienen contacto los estudiantes, surge por la negacion de la
definicion de DL, en lenguaje natural, es decir:

“Se dice que el conjunto de vectores {v|,V,,....,v,} incluido en un espacio vectorial es

linealmente independiente si, y solo si, no es linealmente dependiente” (6)

No obstante a que esta definicion es suficiente, por tratarse de la negacion de la DL, es usual que
la IL sea institucionalizada, debido a la complejidad que presentan estos conceptos, exhibiendo la
negacion de la definicion (1) asi:

“Se dice que el conjunto de vectores {v|,v,,....,v,} incluido en un espacio vectorial

es linealmente independiente si, y solo si, la unica combinacion lineal nula de esos
o 1939
vectores, es la combinacion lineal nula trivial” (7)

3% Como mediadora entre las definiciones (6) y (7), puede aparecer aquella cuyo consecuente expresa “no existen
combinaciones lineales nulas no triviales de esos vectores”.
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Estoes:  {V,V,,..,v,} es LI < Vie{l2,..,n}: Zaiv,:O = q,=0 )

i=1
Obviamente, tanto en la definiciéon de DL como de IL, puede optarse por la escritura extendida
n
ayvy+a,v, +...+a,v, en lugar de la abreviada > a;v; , por la cual los estudiantes sienten un
i=1

rechazo general, casi inexplicable.

Operando en forma dual a la utilizada para obtener la definicion (7), podemos deducir por
negacion de la definicion (4), la siguiente:

“Un conjunto de vectores es LI si, y solo si, ninguno de sus vectores puede expresarse
como CL de los demds” 9)

A continuacion analizamos algunos aspectos de las definiciones precedentes.

IV.2.3.1 Su operatividad

Respecto a la DL

En su tesis doctoral Calvo Pesce (2001), aludiendo a los factores estéticos, operativos o
didacticos tomados en cuenta por el matematico, el autor de un texto o el profesor, como criterios
para la eleccion de una u otra definicion, brinda como ejemplo, para ilustrar el criterio operativo,
el caso de definir cuando un subconjunto de un espacio vectorial es LD diciendo:

“(...) aunque pareceria mds natural definir que eso sucede cuando alguno de los
vectores que lo conforma depende linealmente de los otros, resulta mas eficiente
definirlo a partir de la existencia de combinaciones lineales no triviales que permitan
obtener el vector nulo.” [la cursiva es nuestra]*’ (p- 31).

En efecto, esta ultima definicion es mas operativa que la primera, por cuanto encontrar ‘el o los
vectores que son combinacion lineal de los restantes’ consiste en un proceso tedioso que obliga a
revisar ‘uno a uno’, o bien se convierte en un acto de adivinacion, a menos que las combinaciones
lineales ‘salten a la vista’, es decir, sean muy evidentes, en cuyo caso la escritura formal de esas
relaciones pierde su sentido exploratorio y sélo cumple el rol de convencer a aquellos que no las
percibieron. Parad6jicamente, el planteamiento de una combinacién lineal nula genérica de todos
los vectores del conjunto que arroja soluciones no triviales, si bien constituye una demostracion
formal sencilla e indubitable de su dependencia lineal, no muestra explicitamente las
combinaciones lineales, a menos que se contintie trabajando algebraicamente la expresion, con el
objeto de hacerlas explicitas. A esta cuestion le dedicaremos unos parrafos mas adelante.

%0 Incorporamos en cursiva las palabras ‘alguno’ y ‘otros’ a efectos de llamar la atencion sobre las mismas por cuanto
queremos analizar, mas adelante, su significado al seno de esta definicion.

CAPITULO IV 78



Finalmente, la definicion (1) de la DL es eficiente, pues habilita a estructurar una demostracion,
por cuanto muestra, de alguna manera, la técnica que permite decidir si un conjunto es o no LD;
pero, ;es didactica? ;como elabora el estudiante la transicion de una definicion a otra? ;logra una
dialéctica natural entre las mismas? Intentaremos contestar estas preguntas a lo largo del presente
trabajo, sin embargo, podemos aqui dejar sentadas las relaciones matematicas que vinculan
ambas definiciones, es decir la (1) y la (4).

Al mismo tiempo, intentamos analizar los significados de las expresiones “al menos uno” (alguno
en la cita) y “los restantes” (otros en la cita).

Convengamos que la estrategia de base a la que nos estamos refiriendo, consiste entonces en
formar, con todos los vectores del conjunto dado, una combinacion lineal con coeficientes
desconocidos e igualarla al vector nulo, resolver el sistema homogéneo que surge, y de resultar
indeterminado, afirmar que el conjunto de vectores es LD, y si resulta determinado, afirmar que
no lo es. De esta secuencia se deriva que, en realidad, para decidir si el conjunto es o no LD, no
es necesario resolver el sistema, sino solamente analizar el cardinal de su conjunto solucion, para
lo cual es suficiente utilizar la eliminacion Gaussiana y contrastar el nimero de ecuaciones con el
de variables; aunque, en los casos de sistemas sencillos, es mas rapido resolverlos y a veces basta
con so6lo mirarlos. Independientemente de ello, intentaremos responder acerca de cémo elabora
el estudiante la transicion de una definicion a otra. En el supuesto de que hayamos determinado
que un conjunto de vectores {v;,v,.,..,v,} es LD, la dialéctica entre ambas definiciones se logra

aislando, en los casos en que sea posible, cada uno de los vectores del conjunto, a partir de
alguna de las infinitas combinaciones lineales no triviales que arroja el sistema. Pero, aqui surgen
nuevas preguntas: jpor qué decimos en ‘los casos en que sea posible”? o mejor ;por qué en
algunos casos no seria posible? ;por qué decimos ‘alguna de las infinitas soluciones’ en lugar de
‘cualquiera de las infinitas soluciones’? Es obvio que ambas preguntas estin fuertemente
vinculadas a través de una primera aproximacion: ‘si tomamos cualquiera de las infinitas
soluciones tal vez no sea posible expresar todos los vectores como combinacion lineal de los
restantes’. Veamos cudles son las restricciones matematicas que rigen el caso en que pretendamos

aislar el vector v, :

) ) 4y
O=aqyvitayvy+..+a,v, = vy=—=v+—=13+....+
4 4 4

v, (10)

Esta ultima escritura pone luz sobre nuestros interrogantes, y a la vez, permite esclarecer el
sentido de los términos “al menos uno”y “los restantes” en la definicién dada.

Por un lado, deducimos que la escritura del vector v, sélo es posible si a,#0. El mismo

razonamiento es valido para los vectores restantes, por lo tanto, para que fodos los vectores
puedan expresarse como combinacion lineal de los demds, deberiamos poder encontrar al menos
una n-upla solucién para cada uno de ellos, no necesariamente la misma, pero tampoco
cualquiera, en la que el coeficiente del vector que pretendemos escribir, no sea nulo.
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Aqui surge una nueva pregunta: jes eso siempre posible? La respuesta es ‘no’ y para argumentar
en este sentido resulta sencillo analizar el siguiente contraejemplo:

Sea el conjunto {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)}cR3 . Una CLN genérica de esos vectores estd dada por
a,(0,0,0) + a, (1,0,0) + a,(0,1,0)=(0,0,0), de la que se deduce que el conjunto solucién es
{(al,0,0)} donde a, es cualquier real, lo que significa que existen infinitas soluciones no triviales,

lo que a su vez permite afirmar que el conjunto dado es LD —hecho que es conocido desde el

principio-. Como los coeficientes a, y a, son siempre nulos, se deriva que los vectores (1,0,0)
y (0,1,0) no pueden escribirse como CL de los otros.

Esto prueba, en general, que no siempre es posible expresar fodos los vectores de un conjunto LD
como CL de los vectores restantes, pero ;jcomo se tiene la certeza de que al menos uno, si es
posible?

Veamos. Como el conjunto {vl,vz,...,vn}es LD, entonces existe algin a, no nulo, tal que
O=ayv,+a,v,+...+a,v,. Pues entonces, el vector que corresponde a ese coeficiente puede

expresarse como CL de los demas. Queda asi esclarecido el significado de la expresion “al menos
uno” en la definicidn en cuestion.

) — 4,

\% +—_a3 +....+
o) V3
a a a

Por otra parte, de (9) se deduce que v; = 0v; + v, (11)

que, si bien no agrega ninguna nueva restriccion a la que ya hemos analizado, autoriza a afirmar
que el vector v, puede expresarse como CL de todos los vectores del conjunto, y no solamente de

los restantes, o 1os otros, o 1los demads.

Resumiendo, se tiene que, en la definicion (4), la expresion “al menos uno” cumple una funcion
limitadora, pues significa uno o mas, acaso todos, pero no necesariamente “fodos”; pero la
expresion “los restantes” no tiene el mismo estatus, porque se la puede reemplazar por el término
“todos”, aunque sea suficiente chequear con los restantes. ;Perciben estas diferencias nuestros
alumnos? ;Cudl es el montaje didactico que favorece tal comprension?

Ahora bien, luego de todas estas disquisiciones, podemos concluir que la transicion de una a otra
definicion de la DL es suficientemente conflictiva. Sin embargo, aiin cabe una pregunta mas, a la
que consideramos central en esta cuestion que estamos trabajando: ;por qué insistimos en la
necesidad de esa transicion? Nuestra insistencia se fundamenta en la hipotesis de que la
definicion que resultd mds operativa es la menos diddctica, pues la definicion (1) no da cuenta de
las posibles razones de la DL, o lo que es lo mismo, no revela las causas que originan tal
dependencia (s6lo la existencia de una CLNNT de los vectores que poco dice). Mientras, la
menos operativa (4) da clara evidencia de la existencia de al menos un vector (metaféricamente:
enfermo, defectuoso) que es CL de los demds. Entendemos que este hecho otorga un valor
agregado a la dimension cognitiva, por cuanto el estudiante puede conferirle algin sentido a la
DL.
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Cabe aclarar que en las deducciones que hemos realizado, pasamos de la primera definicion a la
segunda con operaciones algebraicas que son reversibles y por lo tanto, estd garantizado el
camino inverso.

Respecto a la IL

La definicion de IL no aporta nada nuevo al campo operativo pues la estructuracién del
razonamiento deductivo, para determinar si un conjunto es LI, se basa en la misma técnica que
para determinar si es LD, variando unicamente en la conclusion: si el sistema homogéneo resulta
determinado, entonces la tnica CLN es la trivial y el conjunto es LI. Curiosamente, el hecho de
que la misma técnica sea aplicable a ambos casos, no surge precisamente de la similitud de las
definiciones (la IL contiene una implicacion de la que carece la DL) sino del hecho de que una es
la negacion de la otra y de que hay s6lo dos situaciones posibles: los escalares son todos nulos o
alguno no lo es (quizé ninguno).

En el apartado IV.2.5, pp. 89-98, analizaremos otras técnicas, tecnologias y teorias que pueden
desplegarse cuando se supone conocido un campo conceptual de estas nociones, lo que
describiremos en el apartado IV.2.4, pp. 83-88.

IV.2.3.2 Su incongruencia semantica

En la seccion 11.6, pp. 25-29, hemos enfatizado el valor cognitivo de la conversion entre registros
semioticos; pero, la actividad de conversidn no siempre es inmediata, ello dependerd de la
congruencia o no de las representaciones de que se trate. Recordemos que Duval (1995/1999, p.

51) sostiene que “dos representaciones son congruentes cuando hay correspondencia semantica
entre sus unidades significantes”, univocidad semantica terminal®

., . . 43
aprehension de estas unidades en las dos representaciones~.”.

y el mismo orden posible de

Tal como lo hemos sefialado en el apartado I11.2.2, p. 48, de este trabajo, Dorier (1996, p. 151)
afirma que, en el sentido de Duval, no existe ninguna congruencia semantica entre la definicion
simbolica de la IL y la definicion en lenguaje natural, méas aun admite que es casi imposible de
traducir de manera que conserve la sintaxis. También asegura que mientras la definicion formal
se expresa con ayuda de un cuantificador y una implicacion, la definicion en lenguaje natural
establece “no existe otra combinacion lineal que de por resultado el vector nulo, mas que aquella
que tiene todos sus coeficientes nulos”, a la que en este trabajo hemos dado otro giro: “la unica
combinacion lineal nula de esos vectores, es la combinacion lineal nula trivial”.

Analicemos la existencia de tal incongruencia semantica entre la definicion simbodlica y las dos
expresiones en idioma natural.

*1' A cada unidad significante simple de una de las representaciones, se puede asociar una unidad significante
elemental.

*2 A cada unidad significante elemental de la representacion de salida, no le corresponde mas que una unica unidad
significante elemental en el registro de la representacion de llegada.

# Las unidades seménticas en correspondencia son aprehendidas en el mismo orden en las dos representaciones. Esto
es posible si tienen el mismo nimero de dimensiones.
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Cuantificador universal y una implicacién

n
V,Vpses v, es LI < Vie {1,2,...,n}: Zaivi:O = q;=0
i=1

No existe otra combinacion lineal
que de por resultado el vector
nulo, mds que aquella que tiene
todos sus coeficientes nulos.

_/ Dorier

v
Negacion de un cuantificador Cuantificador existencial de unicidad

La unica combinacion lineal
nula de esos vectores, es la
combinacion lineal nula trivial.

De aqui surge que no puede establecerse correspondencia alguna entre las unidades significantes
de las definiciones comparadas.

Aunque no provee mayores explicaciones, esta incongruencia no estaria presente, segiin Dorier
(op. cit.), en la definicion de DL. Sin embargo, nosotros no encontramos una correspondencia
absoluta entre las definiciones simbdlicas y verbales de este concepto.

Como la definiciéon (2) es seudo-simbolica, evitaremos utilizarla en este andlisis. En cambio, el
consecuente de la definicion (3) de la DL, que responde al esquema proposicional 3x/(p A—¢q),
constituye la negacion logica del consecuente de la definicion (8) de la IL que se corresponde con
el esquema Vx :(p = ¢q). Es por esta razén que contrastamos la definiciéon simbolica (3) con la
definicion verbal (1), analisis del cual puede deducirse que si bien coinciden en el cuantificador
existencial, éste recae en proposiciones de estructura semantica bien diferentes, tales como una
negacion y una conjuncion que contiene una negacion, lo que puede observarse en el esquema
que sigue:
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Cuantificador existencial y una conjuncién de una negacion

{Vl,Vz,....

Existen combinaciones lineales
nulas no triviales de esos vectores.

(1)

Cuantificador existencial y una negacion

Entonces, si bien la incongruencia no es absoluta, tampoco lo es la congruencia.

Finalmente, deseamos destacar la importancia de estas cuestiones en el marco de lo que Duval
(1995/1999, p. 51) sostiene respecto a que las dificultades debidas a la no-congruencia de los
registros son independientes de la complejidad conceptual del contenido de las representaciones
que se deben convertir y que, en general, los fracasos debidos a la no-congruencia revelan un
encerramiento de los registros de representacion que persiste aun luego de que la ensefanza los
haya movilizado.

IV.2.4 Un Campo Conceptual de la Dependencia Lineal

En primera instancia deseamos clarificar las razones por las cuales el titulo de este apartado se
refiere a “un”, en lugar de a “el” campo conceptual y con ese objetivo, recordemos que en la
seccion I1.5, p. 22, se dijo que: “Llamamos campo conceptual a un conjunto de situaciones cuyo
tratamiento implica esquemas, conceptos y teoremas en estrecha relacion, asi como las
representaciones lingiiisticas y simbolicas que pueden utilizarse para simbolizarlos.” (Vergnaud,
coord., 1994/1997, p. 75). A continuacion, describimos las dos razones que nosotros hemos
encontrado y que justifican la eleccion de tal pluralidad.
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1) Los campos conceptuales descansan sobre las situaciones que permiten resolver y que le dan
sentido a un concepto. En consecuencia, se trata de una idea dindmica y no estatica, en tanto y en
cuanto, no es posible delimitar ni describir a priori el cuerpo de problemas en las que un
concepto serd una herramienta eficaz en el futuro.

A efectos de que sea comprendida esta idea, recurrimos a un ejemplo que incumbe a todo ser

humano:
El matematico aleméan J. Radon (1917, en Santal6, 1989, { d
Secciéon 3) nunca imagind que su estudio sobre las w2 5«'3
trayectorias de las rectas, interceptando un cuerpo soélido /
convexo, que derivd en el hallazgo de la llamada
254

“transformada bidimensional de Radon™" (emparentada con
la de Fourier) pudiera ser rescatado del ‘suefio de los justos’
por el fisico A. M. Cormack, en 1963, para dar origen a la
tomografia computada que diez anos después, perfeccion6 el

ingeniero inglés G. N. Hounsfield.*’

2) El conjunto de situaciones que componen un campo conceptual, requiere de esquemas,
objetos, teoremas, propiedades, representaciones semidticas, etc. para su tratamiento, y es por
ello que dicho campo dependera fuertemente de la transposicion y contrato didacticos, es decir,
de la reconstruccion institucional que de una cierta obra matematica, haya realizado la
Institucion en la cual se lleva a cabo el andlisis didactico, fenomeno que hemos descripto en la
seccion 1.3, p. 15, de este trabajo.

En efecto, no es casual que la seccion que estamos desarrollando integre el capitulo “La
Ensefianza de la Dependencia Lineal en el Medio”. Nos anticipamos asi al hecho de que un
campo conceptual esta estrechamente vinculado al sistema didactico, que es uno de los elementos
que caracteriza al modelo epistemolodgico de la TAD, en relacion con la TCC, a través de las
‘praxeologias matematicas globales’, tal como hemos puntualizado en la seccion /1.5, p. 23.

* La creacion de Radon, que consistio en determinar la distribucién fx,y,z) a partir de F(G), que se supone conocida
para todas las rectas G que atraviesan un cuerpo K, permitio, por un lado, una generalizacion a cuerpos de mas de
tres dimensiones y la seccion de los mismos por variedades lineales o no lineales de cualquier dimension dando
origen a la Geometria Integral; y por otro, reconstruir el interior de K a partir de los datos proporcionados por los
rayos que lo atraviesan, lo que posibilitd la invencion de la tomografia computada, que ya hemos comentado. (op.
cit.)

* El haber tomado conocimiento de estos hechos, hace muchos afios, nos ha permitido revalorizar el potencial de las
investigaciones en la llamada ‘matematica pura’ y originado la reflexion: “Dejemos al calor del abrigo los miles de
volumenes de matematica inutil’, pues tan solo un unico descubrimiento util para la humanidad, los justifican.”
(Andreoli, 2002)

CAPITULO IV 84



Por ejemplo, un campo conceptual que se construye en el seno de una asignatura del Profesorado
en Matematica, en una institucion en particular, tal como hemos podido observar en el
subapartado IV.1.2.1, difiere considerablemente del que se disefia, en la misma institucion, para
una asignatura de servicio. Mientras en el primer caso aquel abarca un espectro de temas
generalmente mas amplio -quiza la asignatura completa-, en el cual abundan justificaciones y
demostraciones, en contextos extra e intramatematicos, como asi también, supuestamente, el
abordaje didéctico de los conceptos involucrados; en el segundo caso, los topicos se comprimen y
reducen a una o dos unidades, de corte netamente instrumental y que, se estima, apuntan al perfil
del profesional que se pretende formar.

Entonces, podemos decir que encontramos dos razones para delimitar nuestro campo conceptual,
que tienen que ver con lo espacial y lo temporal, con el aqui y con el ahora. Esto nos obliga a
revisar la transposicion y contratos didacticos vistos en el subapartado IV.1.2.1, pp. 65-70, por lo
que tomaremos como esquema de trabajo el montaje que figura en la pagina 67, de la catedra C3
y que operara de referente; aunque somos conscientes de que con esta inevitable restriccion,
estamos excluyendo importantes conceptos vinculados a la DL, tales como las transformaciones
lineales, autovalores, autovectores y de hecho, el estudio mas profundo de los Espacios
Vectoriales de las funciones y los polinomios.

Para abordar el estudio de un campo conceptual debemos en primer lugar identificar y clasificar
situaciones, mas precisamente, tipos de tareas, con el objeto de determinar las posibles técnicas,
tecnologias y teorias que integraran una praxeologia matematica global de la DL. Esta labor nos
permite establecer los niveles de objetos, las relaciones que los vinculan y los registros
semioticos que los representan.

Con el fin de evitar reiteraciones, en este apartado, y a partir del esquema citado en el parrafo
anterior, solamente nos ocuparemos de los niveles de los objetos matematicos en la secuencia en
que aparecen en el programa; de la red interna que los aglutina y de los tipos de tareas que
constituyen el referente’® del concepto, y que por lo tanto, le dan sentido al mismo —en el sentido
de Vergnaud- tal como se defini6 en la seccion I1.5, p. 24, del presente trabajo. Las técnicas,
tecnologias, teorias y registros seran analizados en el apartado que sigue, a través de la
construccidon de dos praxeologias matematicas puntuales en las que se encuentran involucradas
tanto la DL como la IL.

A continuacidén nos ocuparemos, a modo de ejemplo, de un campo conceptual de la DL, en el
marco del espacio vectorial (R",+R,.), a través de establecer qué se puede afirmar cuando el
conjunto de n vectores de R" es LD.

* Recordemos que en la seccion 1.5, esta componente de todo concepto, segun Vergnaud, ha sido anotada S.
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ESPACIOS VECTORIALES

v
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47 48

Contexto intramatemadtico Contexto extramatematico

Determinar:
16. Identificar Vectores, CL y DL en
1. si un conjunto de vectores es o no LD contextos fisicos, bioldgicos, etc.
2. siun vector es CL de otros. 17. Plantear, analizar y resolver proble-
3. si un conjunto de vectores es genera- mas de aplicacion que conducen a la
dor. consideracion de sistemas de ecuacio-
4. si un conjunto de vectores es base. nes o inecuaciones lineales.
5. las coordenadas de un vector en otra Ejemplos:
base a. Analizar flujos en una red de
6. la dimension de un espacio vectorial. distribucion de corriente.
7. el rango de una matriz. b. Descifrar reglas criptograficas.
8. la forma candnica de una matriz. c. Hallar las componentes de las
9. la inversa de una matriz, si existe. fuerzas que actiian sobre un nodo.
10. el determinante de una matriz. d. Optimizar modelos econémicos.
11. la matriz adjunta de una matriz. 18. Asociar una matriz a un grafo y
12. la compatibilidad o no de un sistema viceversa.
de ecuaciones lineales. 19. Determinar la matriz de contacto
13. el cardinal del conjunto solucion de indirecto para hallar la dispersion de
un sistema de ecuaciones lineales. una enfermedad contagiosa.
14. si el conjunto de dos vectores de un 20. Estudiar la evolucion de genotipos y
plano son colineales. fenotipos o variaciones poblacionales
15.si el conjunto de tres vectores del a través del modelo probabilistico
espacio son coplanares. llamado Cadenas de Markov.

También estamos obligados a distinguir entre aquellos tipos de tareas en las que la DL es el
objeto directo de la cuestion que se plantea, de aquellas situaciones en las que la DL o la IL
subyacen como ideas causales no explicitas. Con esta distincion, solo los tipos de tareas 1,2y 16
quedan enmarcados en el primer tipo.

Asimismo, podemos clasificar los tipos de tareas listados arriba, en aquellos que aluden
exclusivamente al lenguaje abstracto de la teoria general de los Espacios Vectoriales, y que se
corresponden con los numerados del 1 al 6 y 16, y aquellos que operan en el marco de los
lenguajes especificos de ciertos Espacios —que hemos llamado ‘ejemplos’- y se corresponden con
los restantes. A su vez, y acerca de los registros de representacion semidtica que pueden
desplegarse en las soluciones, cuya identificacion implicaria desarrollar una praxeologia puntual
para cada una, es susceptible distinguir a priori, entre el verbal, el aritmético, el algebraico, el
geométrico y el aritmético-matricial.

*" Por comodidad, a los tipos de tareas que se listan en el contexto intramatematico las hemos englobado en el género
de tareas “determinar”, pero, algunas de ellas puede ser reemplazada, por “decidir”, “demostrar”, “hallar”.

* Recordemos que estamos estudiando un campo conceptual muy limitado, en el marco de la catedra C3. El cuerpo
de situaciones posibles se enriquece considerablemente cuando nos encontramos habilitados a utilizar los conceptos
de transformaciones lineales, diagonalizacion, autovalores y autovectores. El lector puede revisar algunas de las
aplicaciones listadas en el Capitulo I, Introduccion, p.2.
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A modo ilustrativo, transcribimos a continuacién unos pocos ejemplos de tareas en el contexto

fe 49
extramatematico :

1) En un bar al paso se ofrecen, entre alimentos y bebidas, 10 posibilidades. Luego de tomar un pedido, la camarera
le paso por escrito al preparador, la secuencia (0,0,1,2,0,3,0,1,0,1).

a) ¢ Qué significado puede Ud. adjudicarle a la informacion que proveyo la camarera?

b) Escriba de otra forma el mismo pedido.

1l) Se dispone de huevos, harina, leche, manteca y azucar. Escriba, utilizando un esquema aditivo, la composicion de
5 masas que contengan esos ingredientes, de modo que todas tengan el mismo sabor.
a) Fundamente por qué esta seguro de que tienen el mismo sabor.
b) ;Con qué ideas, entre las que estamos trabajando, esta asociada esta ‘operacion’ y todo lo que pueda derivarse
de la misma?
¢) Si decide no incorporar alguno de los ingredientes a las masas, por ejemplo el azicar /se produce alguna
variacion en su respuesta a la pregunta del item b? (Andreoli). in
ST 3
I1l) Tomando V, =V, = 12V, R; = 1Q, R, = 2Q y R; = 3Q), determinar voltajes e
intensidades en el circuito de la figura. Interpretar los resultados (Geometria y
algebra lineal, 2005). Va 3 Vi
|‘!:?‘ i4 -[
1V) Un departamento gubernamental de pesca proporciona tres tipos de alimentos 1
(a,b,c) a un lago en el que habitan tres especies (LILIII).
Cada pez de la especie I consume, por semana, un promedio de 1 unidad del alimento a, 1 unidad del alimento b y 2
unidades del c. Cada pez de la especie Il consume, por semana, un promedio de 3 unidades del alimento a, 4 del b y
5 del c. El consumo semanal promedio por ejemplar de la especie Il es de 2 unidades del alimento a, 1 del by 5 del
c. Cada semana se vierten en el lago 25.000 unidades del alimento a, 20.000 del b, y 55.000 del c. Si se supone que
toda esta comida se consume, ;puede conocerse exactamente la cantidad de ejemplares de cada especie que
coexisten en el lago?; de no ser asi, puede contestar ;jcudl es el numero maximo y minimo de peces que puede haber
en ese lago? (Arya & Lardner, 1992, p. 140).

—
}_Ff'

V) El siguiente grafo representa las lineas telefonicas tendidas entre cuatro ciudades 1, 2, 1if 3
3 y 4. Asociele una matriz A = [ a; |44 tal que a; = 1, cuando las ciudades i y j

estdn comunicadas, y  a; = 0, en caso contrario. 2 4

(Nota: cada ciudad tiene lineas urbanas) (Arya & Lardner, 1992).

VI) Suponga que tenemos dos ciudades adyacentes A y B para las que se desea predecir tendencias de largo plazo
en el movimiento de sus poblaciones. Corrientemente, el 70 % de las personas vive en A, mientras el 30 % vive en B.
En un ario tipico, el 20 % de las personas de A se mueve hacia B y el 80 % de las personas queda en A, mientras el
10 % de la gente de B se mueve hacia A, y el 90 % permanece en la Ciudad B. Si un 0.5% de aumento por anio se
espera para las dos ciudades combinadas ;Cudl serd la poblacion de cada ciudad en 30 aiios, en la poblacion
combinada corriente? jEs 150,000 personas? (Weller et al., 2002, pp. 384-385).

VII) Suponga que un grupo de personas ha contraido una enfermedad contagiosa. Esas personas tienen contacto
con un segundo grupo que a su vez tiene contacto con un tercer grupo. Sea A la matriz de contacto directo entre el
grupo contagioso y los miembros del segundo grupo y B la matriz que representa los contactos directos entre los
integrantes del segundo grupo y el tercero:

A4=l0110 : B =
1001 11000
00101

donde x; = 1, si la i-ésima persona del grupo con posibilidad de contagiar estuvo en contacto con la j-ésima
persona del grupo con posibilidad de contagiarse. (P.ej., la segunda persona del primer grupo estuvo en contacto
con la tercera del segundo grupo pues ay; = 1,y esta a su vez tuvo contacto con la primera del ultimo grupo pues
b;; =1, pero no tuvo contacto con la tercera pues bsz; = 0. a) ;Cudntas personas hay en cada grupo?; b) Para
hallar la dispersion de esa enfermedad contagiosa, determine la matriz de contacto indirecto entre el primer grupo y
el tercero. Interprete sus elementos.

¥ Aclaramos que solamente los problemas IV, V y VII forman parte de las practicas de la asignatura C3.
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IV.2.5 Dos Praxeologias Matematicas para dos tareas

En la seccion 1.3, pp. 16-17, del presente trabajo, hemos detallado lo que Chevallard (1999)
entiende por praxeologia matematica, y por otro lado, en la seccion /1.5, p. 22, describimos el
concepto de esquema segun Vergnaud (coord., 1994/1997, pp. 68-72), y que Godino y Batanero
(1994) asimilan a las praxeologias puntuales o locales, como asi también, las situaciones de
Vergnaud a las fareas de Chevallard.

A continuacioén, y en este marco, construimos las praxeologias de dos tareas muy simples, con el
objeto de establecer un analisis comparativo con las respuestas brindadas por los estudiantes, en
una institucion y contexto especificos, proceso que describimos en el Capitulo V. Es por ello que,
en este apartado, se distinguen las componentes de dichas praxeologias, esto es, las tareas, tipo de
tareas, género de tareas, las técnicas, las tecnologias y las teorias. Todo ello en concordancia con
el campo conceptual o praxeologia matematica global, establecidas en el apartado anterior.

Asimismo, en virtud del papel esencial que desempefian los medios de expresion en los procesos
de pensamiento como significantes de los conceptos, se identifican los registros de representacion
semidtica que despliegan las técnicas. De la misma manera, se distinguen las invariantes
operatorias que subyacen a los esquemas como reglas que orientan la accion del sujeto que
ejecuta las técnicas.

Por razones practicas, listamos a continuacion, el cuerpo de definiciones y propiedades™ que
constituyen las teorias en el marco de la asignatura C3, para luego indicar en qué momento
operan como tales.

Dentro de la Teoria de los Espacios Vectoriales se definen los conceptos y demuestran las

siguientes propiedades:

Dado (V, R,+,*) espacio vectorial y un conjunto de vectores A:{vl,vz,...,vn }c V:

CL: Decimos que el vector v €V es combinacion lineal de los vectores de 4 si, y solo si,
existe un conjunto de escalares (coeficientes de la CL) {al,az,...,an }CR tales que

n
v=aV; + ar,v) +...+ a,v, = Zaivl- .

i=1
CLN: Llamamos combinacion lineal nula de los vectores de 4, a aquella combinacion lineal
que da por resultado el vector nulo. Esto es: ayv; + a,v, +...+a,v, =0
CLNT: Llamamos combinacion lineal nula trivial de los vectores de A4, a aquella combinacion
lineal nula que tiene todos sus coeficientes nulos (g = a, =---=a,=0). Esto es:

0v; +0vy +...+0v,=0

> Con el 4nimo de abreviar este listado, evitamos citar algunos conceptos que forman parte de la teoria, por ejemplo,
las operaciones elementales de filas de una matriz, su forma escalonada, etc.
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CLNNT: Llamamos combinacion lineal nula no trivial de los vectores de 4, a cada una de las

LD:

LD’:

LI:

GE:

BA:

CO:

combinaciones lineales nulas que tienen al menos un coeficiente no nulo. Esto es:

0=av; + ayv, +...+a,v, con algin a; # 0 (Es la negaciéon de CLNT)

Decimos que el conjunto de vectores 4 es linealmente dependiente si, y solo si,
existen combinaciones lineales nulas no triviales de esos vectores. Esto es:

n
MV, Vvaseesv, €8 LD & EIie{l,Z,...,n}/(Zai vi=0A ai¢0j
i=1

Decimos que el conjunto de vectores 4 es linealmente dependiente si, y solo si,
alguno de los vectores de 4 es combinacion lineal de los restantes. Esto es:

n
{vl,vz,...,vn}es LD < Fj: 1,2,...,n/vj: Zaivl-
=1
oy
(Si se adopta la definicion LD, la LD’ puede ser interpretada como propiedad)

Decimos que el conjunto de vectores A es linealmente independiente si, y solo si, la
unica combinacidn lineal nula de esos vectores es la combinacion lineal nula trivial
(Es la negacion de LD). Esto es:

n
Vo, b es LI & Vie {1,2,...,11}:(2@ v;=0 = a;=0 J
i=1
Decimos que el conjunto G={vl,v2,...,vk} c V' esun generador de V si, y s6lo si, todo

vector v € ¥V es combinacion lineal de los vectores de G. Esto es:

k
{vl,vz,...,vk} es un GE deV <:>VveV:v=Zal-vl~
i=0

Decimos que el conjunto Bz{vl,vz,...,vp} c Ves una base de V si, y solo si, es
generador de V' y ademads linealmente independiente.
Todas las bases de un espacio vectorial tienen el mismo cardinal.

Llamamos dimension de un espacio vectorial V" al cardinal de cualquiera de sus bases
y anotamos Dim(}); ademas, es el maximo numero de vectores LI de V.

Dos o més vectores geométricos tienen componentes proporcionales si, y solo si, son
colineales.

Dentro de la Teoria de Matrices y de Sistemas de Ecuaciones Lineales, se definen los conceptos y

demuestran las siguientes propiedades:

MA:

Llamamos matriz cuadrada de orden n, y anotamos 4,,, al conjunto de nxn escalares

ordenado en 7 filas y n columnas que son vectores de R".
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P2:

DE:

P3:

SI:

RF:

CREF:

Llamamos rango de una matriz 4,,, al maximo numero de filas (o columnas)

linealmente independientes de dicha matriz y anotamos »(4) .

El rango de una matriz cuadrada es menor que su orden si, y solo si, alguna de sus
filas es combinacion lineal de las restantes.

a ap

Si 4 es una matriz de orden 2, su determinante es: |A| = = ay.ay) — ay.0y;

dyr dn
El determinante de una matriz es nulo si, y solo si, una de sus filas es combinacion
lineal de las restantes.

Al conjunto de m ecuaciones lineales con n incognitas, llamamos sistema de
ecuaciones, el que se escribe analitica y matricialmente asi:

ap Xy +apXy + o+ ay,x, =b ap ap o ap X b,
g1 Xy + gy X+t yy X, =hy .| G21 G Aoy | XD | o by
Ay Xy + Ay X+ 2+ 4y, X, :bm Al Am2 " " Ay X bm
, |
Amxn anl Bmxl
o mas brevemente: 4, ,.X ;.1 =B

Si m=nel sistema se dice cuadrado. SiB,,,;=[0],, el sistema se dice homogéneo

El Teorema de Roché-Frobenius establece que: Un sistema de ecuaciones lineales

Appon- X1 =By €5 compatible (el conjunto solucion S# @) si, y solo si, el rango de

la matriz principal es igual al rango de la matriz orlada con la columna de los términos
independientes. Esto es:

A.X =B es compatible < r(A)zr(A|B)

Las consecuencias del Teorema de Rouché-Frobenius establecen:

14X :[O] = S0 Todo sistema homogéneo es compatible.

2 r(A);tr(A|B) = S=0 El sistema se dice incompatible.

3 r(A):r(A|B) An=r(4A) = #S=1 Elsistema se dice compatible determinado.
4 r(A)=r(A|B) A n<r(A)= #S=w El sistema se dice compatible indeterminado

5 Si un sistema homogéneo es indeterminado, entonces admite soluciones no triviales.

Dentro los conocimientos basicos y previos, se consideran conocidos:

PR:

ALG:

RP:

El concepto de proporcion y sus propiedades.
El algoritmo de la divisidon que excluye la division por 0.

La Regla del Paralelogramo para la suma geométrica de vectores, en los espacios
euclideos E', E?, y E, afines a R, R?, R®.
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TAREA A

Establecer la verdad o falsedad de la siguiente afirmacion, justificando la respuesta:
El vector (-3,2) es combinacion lineal de los vectores (0,1) y (3,2)

TIPO DE TAREA
Demostrar que un vector de R” es 0 no combinacion lineal de otros dos vectores de R*.

GENERO DE TAREA

Demostrar

TECNICA TECNOLOGIA TEORIA”'
Exhibir la CL Encontrar, a simple vista o por
4 (0,)+(-1)(3,2) = (-3,2) y concluir |tanteo, los escalares que
que la afirmacion es verdadera. multiplican a los vectores para
............................................................... obtener el tercero y mostrar la CL
Al’ en cuestion. Ello es condicion
Verificar ademads, representando suﬁment'e para admitir su
geométricamente en el espacio existencia. CL

euclideo Ez, que el vector (_3’2) puede ......................................................

ser obtenido como la suma de esos )
Al | multiplos de aquellos vectores. La suma del cuadruplo del vector
(0,1) y el opuesto del vector (3,2)

debe resultar el vector (-3,2), que
es la CL que se pretende poner en RP
evidencia.

(-32) (3.2)

v

3.2 |

Encontrar, a simple vista o por
tanteo, tres escalares, de manera
de obtener una CLN de los tres
vectores, en la cual el coeficiente

Presentar una CLN de los tres vectores
de modo que el coeficiente del vector
(-3,2) no sea nulo, por ejemplo:

de (-3,2) no sea cero, equivale a CL
4 (0,)+(=D3,2)+(-1)(-3,2) = (0,0) | demostrar, mediante
A2 deducir que transposicion de términos, que CLN
4 (0,)+(-1)(3,2) =(-3,2) ese vector es CL de los restantes. AL
y concluir que la afirmacion es NOTA: a esta misma conclusion
verdadera. puede arribarse pasando por la

idea de la DL que es ciertamente
no forzosa, tal como se explica en
A4,

[dem A1’

! En esta columna incluimos los conceptos que fundamentan las tecnologias, pero ademas, aquellos que les
anteceden en el listado y de los cuales se deducen.

Por otra parte, hacemos la aclaracion respecto a que en los casos en que se presentan sistemas de ecuaciones lineales,
dada su simplicidad, no recurrimos a RF ni a sus consecuencias, pero lo citamos en la Teoria por tratarse de un
recurso generalmente utilizado en sistemas de mayor complejidad.
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Presentar una CL genérica de los
vectores (0,1) y (3,2) que dé por
resultado el vector (-3,2); encontrar los
escalares correspondientes y concluir
que la afirmacién es verdadera. Esto es:

a; (0,1)+a, (3,2) =(-3,2)

Encontrar, a través de plantear
una CL genérica, el conjunto de
escalares de los dos vectores

U dados para obtener el tercero, CL
(0,a41)+Bay,2a,) =(-3,2) resolver el sistema compatible
U determinado obtenido, y exhibir SI
A3 dicha combinacion, es condicion
(3az,a+2ay) = (=3,2) suficiente para admitir su RF
U existencia. CRF3
3a, =-3 a, =—1
: =1 NOTA: a igual conclusion se
a1+2a2=2 al =4 . ° g
arriba si el sistema resultara
U b | sist It
indeterminado.
4(0.D+(=DB.2)=(-3.2)
y la afirmacion es verdadera
fdem A1’
Presentar una CLN genérica de los
vectores (0,1), (3,2) y (-3,2), verificar
que el sistema obtenido es
indeterminado, encontrar tres escalares,
no nulos a la vez, de modo que el CL
correspondiente al vector (-3,2) no sea | Encontrar tres escalares, no nulos CLN
0y concluir que la afirmacion es a la vez, de manera de obtener
verdadera. Esto es: una CLN de los tres vectores, CLNT
a (0,1)+a2 (3’2)+a3 (_3’2): (0’0) equ@vale a demostrar que el CLNNT
conjunto de esos tres vectores
U to d t t LD
(0,0 + Gy 2ay) + (30 2a) = 00y | (O G-D-3Des LD . por
e 2542 3,553 /1o tanto, alguno de los vectores es LD’
U CL de los restantes. SI
Ad (3a, —3ay,a;+2a,+2a3) =(0,0) |Eso sucede cuando el sistema
U homogéneo obtenido resulta RF
{ 3ay ~3ay = 0 {az _q, 1ndeterm1nado, lq que significa CRF1
= que existen soluciones no
ay+2a,+2ay =0 a; =—4a, triviales del mismo y si el escalar | CRF4
U correspondiente al vector (-3,2)
supongo a;=1 = a=—4 A ay=1 |MO0ES 0, se 1,0 pued’e expresar, por
1 2
transposicion de términos, como
U CL de los otros dos a partir de CRF5
—4(0,)+1(3,2)+1(-3,2)=(0,0)  |alguna de aquellas CLs.
U AL
4 (071)+(_1) (392) = (_392)
y la afirmacion es verdadera
fdem A1
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En un espacio vectorial de
dimension n (Dim(R*)=2), no
existe ningun conjunto de

Observar que el cardinal del conjunto | cardinal mayor que n, que sea LI, GE
de los tres vectores de R* dados, supera |lo que es suficiente para afirmar BA
la dimension del espacio y que los que el conjunto

A5 vectores (0,1) y (3,2) no son multiplos {(0,1), (3,2), (—3,2)} cuyo cardinal P1
entre si, y concluir que la afirmacion es | es 3, es LD y algtin vector del DI
verdadera. mismo puede expresarse como
, CL de los otros dos. Como los CL
Idem AT’ vectores (0,1) y (3,2) no son LD’

multiplos entre si, es decir,
ninguno es CL del otro, debe ser
el vector (-3,2), CL de ellos.

Observaciones sobre la Tarea A

La técnica mas habitual entre los estudiantes, por ajustarse estrictamente a la definicion CL, seria
la A3.

La técnica mas breve, la A5, exceptuando la Al que requiere cierta intuicion y habilidad, se
sustenta en la teoria mas compleja, en relacion con la variedad de conceptos involucrados, lo cual
es propio del quehacer matematico. A la sazon, agreguemos, que la técnica AS constituiria la mas
frecuentemente elegida por los expertos.

También podemos distinguir, entre aquellas técnicas que permiten responder a la pregunta y que
ademas proveen los coeficientes de la CL cuya existencia, o no, se pretende demostrar, y aquellas
en que esto no sucede. Entre estas ultimas, se encuentra la AS.

Respecto a los significantes™ del concepto, pueden distinguirse varios registros de representacion
semiotica. Operan en el registro aritmético: las técnicas Al y A2; en el registro algebraico: las
técnicas A3 y A4; en el registro geométrico: la técnica A1’ y en el registro verbal: la técnica AS.

En relacion con la identificacion de las variables didacticas que hemos descripto en la seccion
1.4, p. 20, son tres: el numero de vectores, sus componentes y la dimension del espacio vectorial
al que pertenecen los mismos. Como resulta complicado considerar el tratamiento de todos los
casos posibles, nos limitaremos a mencionar el caso hipotético de tener como datos, tres vectores
de R®. En tal situacion, la técnica Al no variaria considerablemente, si bien se tornaria mas
complejo ‘atrapar’ los escalares que deben cumplir un nimero mayor de relaciones; la técnica
A1’ se desarrollaria en el espacio, y en el caso de resultar LD, deberia obtenerse tres vectores
coplanares (nada facil de visualizar manualmente); la técnica A2 sufriria variaciones similares a
la Al; las técnicas A3 y A4, en las que se presentan sistemas 3x2 y 3x3 respectivamente,
invitarian al escalonamiento de la matriz ampliada y al analisis mediante CRF; la técnica AS se
tornaria ineficaz, pero se serian ttiles las técnicas B7 y B8 de la Tarea B.

52 En la seccion 1.5, p. 24, esta componente de todo concepto, segin Vergnaud, ha sido anotada R.
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TAREA B

Los vectores (3,-2) y (-3/2,1) son linealmente independientes™

Establecer la verdad o falsedad de la siguiente afirmacion, justificando la respuesta:

TIPO DE TAREA

Demostrar que el conjunto de dos vectores de R?, es o no, linealmente independiente

GENERO DE TAREA

(-2) (-3/2,)=(3,-2)
y la afirmacion es falsa.
fdem BS.

lo tanto, no es LI.

Demostrar
TECNICA TECNOLOGIA TEORIA
Encontrar, a simple vista o por
Exhibir la CL (-2)(-3/2,1)=(3,-2) y [tanteo, el escalar que multiplica a
concluir que la afirmacion es falsa. uno de los vectores para obtener CL
el otro, es condicion suficiente
B1 | Verificar ademas aplicando BS5. para afirmar que cada uno de los LD’
vectores es una cierta CL del LI
otro, y por lo tanto el conjunto
formado por ambos es LD y, en
consecuencia, no es LI.
Presentar una CLNNT de los dos
vectores, por ejemplo: Encontrar, a simple vista o por CL
1(3,_2) +(=3/2,1)=(0,0) tanteo, dos escalares no nulos a la CLN
2 vez, de manera de obtener una
B2 o cualquier otra CLN de los dos vectores, CLNNT
equivale a demostrar que el
(=DB=2)+(=2)(=3/2,1) =(0,0) cgnjunto de esos dos ?fectores es LD
y concluir que la afirmacion es falsa. LD, y por lo tanto, no es LI. LI
{dem BS.
Presentar una CL genérica de
cualquiera de los vectores dados para
obtener el otro; encontrar el escalar
correspgndiente y concluir que la Encontrar un escalar, a través de
afirmacion es falsa. Esto es: plantear una CL genérica de uno
a (=3/21)=(3,-2) de los vectores, de manera que al
i multiplicar por ese escalar a uno CL
B3 _ de los vectores, se obtenga el LD’
(-3/2a,a) =(3,-2) S .
otro, es condicion suficiente para
U afirmar que cada uno es CL del LI
a=-2 restante y entonces, el conjunto
U formado por ambos es LD y por

>3 En la consigna: “Los vectores (3,-2) y (-3/2,1) son linealmente independientes.” se considera equivalente a “El

conjunto {(3,—2),(—3/ 2,1)} es linealmente independiente”
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Presentar una CLN genérica de los
vectores (-3/2,1)y (3,-2); verificar CL
que el sistema obtenido es indetermi-
nado y concluir que la afirmacion es CLN
falsa. Esto es: Verificar que el sistema CLNT
a(=3/2,1)+a, (3,-2)= (0,0) homogéneo que se obtiene al CLNNT
U plantear una CLN genérica de los
(-3/2a;, a))+(3ay,—2a,) = (0,0) |dos vectores dados, es SI
B4 I indeterminado, es suficiente para RF
afirmar que el sistema admite
(=3/2a,+3ay,a,-2a) = (0,0) soluciones no triviales y por lo CRF1
U tanto el conjunto formado por CRF4
-3/2a;+3a, =0 a; =2a, ambos vectores es LD y, en
P _ consecuencia, no es LI. CRF5
ap —202 =0 a = 2612
LD
el sistema es indeterminado
., LI
y la afirmacion es falsa.
fdem B5.
Observar, representando geométrica-
mente en el espacio euclideo E?, que el | Encontrar que dos vectores del
vector (3,-2) es colineal al vector espacio afin E* son colineales es
(-3/2,1) y concluir que la afirmacién es | condicién suficiente para afirmar co
falsa. i que cada uno es multiplo del otro
B5 y, entonces, cada uno es CL del CL
restante, y por lo tanto el LD’
(-3/2.1) conjunto formado por ambos es
V\ LDy, en consecuencia, no es LI. LI
» | La colinealidad s6lo queda
3.2) demostrada si se aplica ademas la
’ técnica B1.
Verificar ademas aplicando B1.
Demostrar que las respectivas
componentes de los dos vectores
Exhibir la proporcionalidad de las forman una proporcién es
respectivas componentes de los dos condicion suficiente para afirmar
vectores, por ejemplo: que uno es multiplo del otro, PR
entonces cada uno es CL del
3.2, restante y, por lo tanto, el CL
B6 _3 1 conjunto de ambos es LD, es LD’
2 decir, no es LI. Esto es: dados los
y concluir que la afirmacion es vectores: (a,b) ; (c,d) LI
verdadera. a b
; —=—=Xx = a=xc AN b=xd
Idem BS. c d
U
(a,b)=x(c,d)
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Construir la matriz cuadrada cuyas filas
son los vectores dados, hallar su rango
B7 |y observar que es menor que 2,y luego
concluir que la afirmacion es falsa.
Esto es:

Encontrar que el rango de una MA

matriz cuadrada de orden 2 no es RA

2 es suficiente para afirmar que
: : : . P2
dicha matriz contiene algin
-3/2 1 -3/2 1 vector fila que es CL del otro y CL
=r por lo tanto, el conjunto de ambos

3 -2 00 X LD’
es LD y en consecuencia, no es
su rango es 1 y la afirmacion es falsa. |LIL LI
fdem BS.
Construir la matriz cuadrada cuyas filas
son los vectores dados, calcular el MA

Encontrar que el determinante de
una matriz cuadrada de orden 2 es DE
nulo es suficiente para afirmar P3
que dicha matriz contiene algun

determinante y observar que es nulo, y
luego concluir que la afirmacién es
falsa. Esto es:

B8

-3/2 vector fila que es CL del otro y, CL
_ =(=3/2).(-2)-1.3=0 por lo tanto el conjunto de ambos ,
3 -2 . LD
es LD y en consecuencia, no es
y la afirmacion es falsa. LL LI

[dem B5

Observaciones sobre la Tarea B

La técnica mas habitual entre los estudiantes, por ajustarse estrictamente a la definicién LI, seria
la B4.
La técnica mas breve, la B1, aunque puede considerarse equivalente, en ese sentido, a la B6 y BS.

Con respecto a los significantes, podemos agregar que operan en el registro aritmético: las
técnicas B1, B2 y B6; en el registro algebraico: las técnicas B3 y B4; en el registro geométrico: la
técnica BS; y en el registro aritmético-matricial: las técnicas B7 y B8.

Con relacion a las variables diddcticas, nuevamente son tres: el niumero de vectores, sus
componentes y la dimension del espacio vectorial al que pertenecen los mismos. Si se tratara de
un conjunto de dos vectores de R’, la técnica B6 es factible, pero se tornaria ineficaz la técnica
B8 por cuanto la matriz no resultaria cuadrada.

Observaciones comparativas de la Tareas Ay B
Si bien las dos tareas no se consideran equivalentes, comparten:

o la idea central de la dependencia lineal debido a que el conjunto de los tres vectores de la
Tarea A y el conjunto de los dos vectores de la Tarea B son linealmente dependientes, de lo
que se deduce que ambas tareas forman parte del contexto intramatematico del campo
conceptual de la Dependencia Lineal, en el sentido aceptado en el apartado IV.2.4, p. 86.
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o las variables didacticas, esto es, el nimero de vectores, sus componentes y la dimension del
espacio vectorial al que pertenecen los mismos. Hemos visto cémo incide el nimero de
vectores en la Tarea A, y también como influye la dimension del espacio, en la Tarea B. Con
respecto a la naturaleza de las componentes de los vectores, resulta obvio deducir que, si en
lugar de tratarse del vector (-3,2), proponemos en la Tarea A, por ejemplo, el vector (3,3) que
es la suma de los otros dos, la técnica A1 seria la predilecta. Del mismo modo, si en lugar de
tratarse del vector (-3/2,1), proponemos en la Tarea B, por ejemplo, el vector (6,-4) que es el
duplo del otro, la técnica B3 resulta de aplicacion inmediata. De igual manera, la inclusion del
vector nulo en cualquiera de las tareas, determinaria fuertemente la eleccion de la técnica.

o algunas técnicas que son eficaces en ambos casos, tales son: A1-B1, A2-B2, A3-B3, A4-B4;
aunque no exactamente, sus respectivas tecnologias y teorias. Por ejemplo, las técnicas Bl,
B2 y B3, contrariamente a sus emparentadas, requieren tener presente LD o LD’ y LI; las
técnicas A4 y B4 difieren fundamentalmente en el orden del uso de las herramientas y que A4
recurre a AL, mientras B4 no, y B4, a LI, mientras A4, no.

Los registros geométricos de las Tareas A y B, que bajo una rdpida mirada pueden parecer
equivalentes, resultan poseer naturaleza bien distinta en relacion con su eficacia para responder a
las cuestiones que se plantean. Es bastante poco probable que, a partir de la observacion de la
representacion geométrica, en el espacio afin E?, de los vectores de la Tarea A, puedan surgir los
escalares de una cierta CL, ni siquiera, intuirse su existencia. Por el contrario, la colinealidad,
aceptada como cierta, de los vectores de la Tarea B, no sélo es suficiente para responder la
pregunta, sino que ademds anima la busqueda mental de dicho escalar, técnica de verificacion de
uso habitual. Estas son las razones por las cuales, el registro geométrico aparece como
complementario en Al y a la inversa, en B5, lo que no es Obice para que sea utilizado como
complementario en las restantes técnicas de B.

Por otro lado, tanto en la Tarea A como en la B, la utilizacion de los registros geométricos que se
describen, requeririan del ejecutor de las técnicas tener bien en claro la diferenciacion entre los
espacios R? y E?, que ciertamente parecen iguales a los observadores casuales, y que el cambio de
registro es posible, por cuanto comparten sus registros aritméticos y algebraicos.

Acerca de las invariantes operatorias™, esto es, los conceptos y teoremas en acto que aluden a
los conocimientos matematicos implicitos contenidos en los esquemas, forman parte en esta
ocasion, de nuestro bagaje de practicas personales y, salvo que se nos haya escurrido algtn error,
son pertinentes.

Tal como anticipamos, las dos praxeologias locales que hemos desarrollado, serviran de
referencia en el analisis que llevamos a cabo en el apartado V.1.1, pp. 100-108, del capitulo
siguiente.

> En la seccion I1.5, p. 24, esta componente de todo concepto, segiin Vergnaud, ha sido anotada I.
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Capitulo V

Parte Experimental

V.1 Los instrumentos. Aspectos metodolégicos. Analisis de datos

En este capitulo reportamos, en orden cronologico, la fase empirica de nuestro trabajo que abarco
cuatro momentos; dos de éstos involucran a alumnos de la FaCENA, otro, a docentes de nivel
medio, y el restante, a docentes de la UNNE.

Debemos aclarar que parte de estas experiencias se implementaron en el marco de un proyecto
afin que se desarrolla desde el ano 2002, en la FaCENA de la UNNE. Nos estamos refiriendo a
las experiencias que se describen en los apartados V.1.1 y V.1.2.

En cada una de las etapas, que se corresponden con cada apartado que sigue, se describe el
objetivo, el instrumento, el perfil de los participantes, el método de recoleccion de datos y el
procedimiento seguido en el anélisis de la informacion.

Asimismo, dejamos en claro que en el trabajo de campo que hemos realizado se cumplié con las
normas éticas de privacidad, confidencialidad y reserva de la identidad de los informantes.

Cabe también aclarar enfaticamente que ninguna de las experiencias que se describen tuvieron
lugar en escenarios de enseflanza; por el contrario, la mayoria fueron rescatadas de instancias de
evaluacion. Sin embargo, mediante una adecuada interpretacion y adaptacion al caso, ello no nos
impide pensar en la posible reproducibilidad, en otro tiempo y lugar, de los resultados que en
este capitulo se reportan. Con respecto a este fendémeno, resulta interesante reflexionar sobre lo
que afirman Lezama y Farfan (2001, p. 184):

“El disefio de ingenierias con fines de investigacion o bien de elaboracion de dispositivos didacticos,
enfrenta la problematica de poderlos compartir o llevar dichos dispositivos a la escuela. Los estudios
de reproducibilidad, nos ensefian a no trivializar tal actividad. Los disefios pensados por los
investigadores, deberan hacer consideraciones basadas en los estudios de reproducibilidad ya que
estos nos muestran los multiples aspectos que hay que tomar en consideracion.”

Esta postura no es incompatible con la opinion de Marton (1994, ii, 6) cuando afirma:

“Sin embargo, el analisis no es una medida sino un procedimiento del descubrimiento. Investigar las
maneras diferentes en las que un fenomeno puede experimentarse es tanto un descubrimiento como el
hallazgo de algunas nuevas plantas en una isla distante. El descubrimiento no tiene que ser replicable,
pero una vez que el espacio del resultado de un fenémeno se ha revelado, debe comunicarse de
semejante manera que otros investigadores pudieran reconocer casos de las maneras diferentes de
experimentar el fendmeno en cuestion. Después de haber estudiado la descripcion del espacio del
resultado otro investigador debe poder juzgar qué categorias de descripcion se aplican a cada caso
individual en el material en el que se encontraron las categorias de descripcion ;jHasta donde
semejante juicio implica que debe haber un grado razonable de acuerdo entre dos investigadores
independientes y competentes? Nosotros aceptamos que la expresion «grado razonable de acuerdo»
refiérase, algo arbitrariamente, a los casos donde dos investigadores estan de acuerdo en por lo menos
2/3 de los casos al comparar sus juicios y donde ellos alcanzan acuerdo en los 2/3 de los casos
restantes después de la discusion.” (La cursiva es nuestra).
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V.1.1 Dos preguntas formuladas a alumnos de FaCENA

Esta etapa empirica toma como eje de referencia el analisis de las respuestas a las dos tareas
cuyas praxeologias hemos presentado en el apartado IV.2.5, pp. 89-98 y que ademas se agregan
como apéndice VIII.1 de este trabajo.

El propésito primario de esta exploracion es dar respuesta a la pregunta 9, formulada en la
seccion 1.2, p. 6, es decir jCudles son las técnicas que utilizan los estudiantes de la UNNE, para
resolver a esas dos tareas, cudles son sus errores, cudl es su rendimiento? para luego analizar los
obstaculos que sea posible identificar.

V.1.1.1 Descripcion. Perfil de los encuestados

La muestra abarco a la totalidad de los 81 alumnos que se presentaron a rendir examen final, en la
asignatura C3, cuyo escenario didactico se describi6 en el subapartado IV.1.2.1, pp. 65-70, y que
se llevd a cabo en instalaciones de la FACENA, en el mes de agosto de 2002. Sesenta y ocho
alumnos evaluados cursan Bioquimica y 13, las restantes carreras. Los encuestados tienen, en
promedio, edades entre 18 y 21 afios.

Como ya anticipamos, el instrumento consiste en dos preguntas, no consecutivas en este caso, y
que forman parte del cuerpo del examen, que abarcd un total de 25, tanto de caracter tedrico
como practico, entre las cuales pueden apreciarse ocho de opcion ‘verdadero’-‘falso’, con pedido
de justificacion de respuestas, donde fueron ubicadas las dos a las que nos estamos refiriendo.

En esta oportunidad los estudiantes no fueron advertidos respecto a que sus respuestas serian
procesadas en este trabajo, a efectos de no interferir con la ejecucion normal del examen,
desviando la atencion de los alumnos hacia aquellas dos preguntas en particular, lo que hubiera
creado un ambiente ficticio no deseable.

La documentacioén que avala la veracidad de los datos recogidos, se encuentra archivada en la
catedra C3.

V.1.1.2 Comentarios sobre el guién del cuestionario

La decision de implementar un instrumento de evaluacién en una instancia de examen final
obedecio a la intencion de obtener informacion de alumnos que hubieran completado, no sélo el
cursado de la asignatura, sino también, el estudio posterior que se supone, precede a toda prueba
de conocimiento. Ademas, se selecciond una mesa examinadora en la que se sabe que los
alumnos acostumbran a presentarse masivamente, lo que permitiria estudiar un buen ntimero de
casos para llevar a cabo un andlisis, tanto cualitativo como cuantitativo de los datos recogidos.
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No obstante las ventajas que sefialamos, esta modalidad constituy6 una seria limitacion a la hora
de disefar este primer dispositivo, y en consecuencia, requirié de nuestra parte un cuidado y
precaucion muy especiales, de modo de preservar a los alumnos de un fracaso seguro.

Algunas de las restricciones que surgen del anélisis llevado a cabo en el subapartado IV.1.2.1, pp.
65-70, estan vinculadas a que las preguntas:

o no podian exceder a dos, para dar lugar a la evaluacion de las unidades restantes del
programa;

o debian ajustarse al estilo habitual del examen que consiste en preguntas de respuesta breve,
que en general no contienen subitems.

o no debian requerir conocimientos de complejidad superior a la que se desprende del analisis
de las guias de trabajos practicos, es decir, respetar la transposicion y contratos didacticos de
la asignatura, en esta institucion (Esta consideracion también hubiera sido tomada en cuenta si
la experiencia se llevaba a cabo durante la etapa de instruccion).

Si bien el cuestionario no lograba responder a nuestras aspiraciones indagatorias, se tratdo de
formular dos preguntas, aunque muy directas, pero que igualmente permitieran un primer
acercamiento a la problematica de la construccion de los conceptos que estamos tratando, a través
de observar ciertas variables como los tipos de errores que se presentan, la eficacia y/o
pertinencia de las técnicas utilizadas, la movilidad entre registros. Por comodidad, recordamos
aqui ambas preguntas:

Establecer la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones, justificando la respuesta:
A. Elvector (-3,2) es combinacion lineal de los vectores (0,1) y (3,2)
B. Los vectores (3,-2) y (-3/2,1) son linealmente independientes.

Como se senald en el apartado IV.2.5, p. 95, al construir las praxeologias de estas dos tareas,
ambas comparten la DL (no de la misma manera por cierto) y algunas de las técnicas posibles.
Una de las intenciones que persigue la pregunta A, es justamente analizar si existe encerramiento
de la nocion de DL, en la proporcionalidad pues, como puede apreciarse, si la pregunta A tratara
con dos vectores en lugar de tres, ambas cuestiones serian casi equivalentes. Sin embargo, nuestra
exploracion se centrard principalmente en las técnicas utilizadas por los estudiantes para
responder las dos preguntas, postura que justificamos a continuacion.

La validacion a través del grupo de expertos, reveld que la combinacion de técnicas® utilizadas
por éstos, es la AS y B1, que no requieren siquiera hacer uso de papel y lapiz y, dada la simpleza
de ambas preguntas, un andlisis a priori nos permite afirmar que esa combinacion deberia
también estar disponible en cualquier alumno que haya cursado C3 en la FaCENA.

> Para indicar las técnicas utilizaremos los mismos codigos que en el apartado IV.2.5, pp. 92-97.
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Ahora bien ;qué interpretacion cabe en el caso de que los estudiantes optaran por la utilizacion de
otras técnicas? Justamente, la eleccion de la técnica, que en otra circunstancia puede no ser
relevante, segun nuestro modo de ver, se torna aqui en una pieza vital que nos revelard una
primera aproximacion al grado de flexibilidad de los conocimientos de los alumnos, vinculado a
su fragmentacion o no, a su posibilidad de movilizarlos o no, y ponerlos en relacion cuando
resulta econdémico y eficaz.

V.1.1.3 Analisis de los datos recogidos en el cuestionario

Dado que el tamafio de la muestra es pertinente, ademds de un analisis cualitativo de las
respuestas, se llevo a cabo un analisis cuantitativo que se centrd, tanto en los aciertos, como en la
técnicas utilizadas.

De los errores cometidos

Los errores que surgieron con mayor frecuencia estdn vinculados a la no comprensioén de los
conceptos y a la operatoria algebraica, con el agregado de la carencia de verificacion de los
resultados.

En un principio se detectaron una veintena de errores en las producciones de los estudiantes al
resolver la Tarea A que luego de analizados mds profundamente, fueron agrupados en las
siguientes categorias, de las que se indica ademas, su frecuencia de aparicion:

1) Sumar o multiplicar los vectores (0,1) y (3,2), y como no les resulta el vector (-3,2), contestar

que la proposicion es Falsa [Frec. 7].

2) Plantear correctamente la combinacion lineal genérica de acuerdo a la técnica A3, e incluso el
sistema, y por dificultades vinculadas al manejo algebraico, no lograr avanzar; o hallar un
solo escalar y detenerse sin concluir, o uno de los escalares es erroneo y no verificar sus
resultados, y si lo hacen, volver a cometer error; o bien, no lograr extraer ninguna conclusion

a partir de los resultados correctos obtenidos [Frec. 12].

3) Justificar su respuesta incorrecta exclusivamente en el contexto verbal a través de expresiones
tales como: Falso porque “no existen los escalares”; “porque no coinciden los célculos”;
“para ser CL tiene que ser CL de los demas vectores™; “efectuando operaciones elementales

99, ¢

no se halla que el vector (-3,2) sea CL de los restantes”; “(-3,2) puede ser CL de sus opuestos,

pero no de los vectores (0,1) y (3,2)” [Frec. 5].

4) Emular la utilizacion de la técnica Al; imponer cualquier par de escalares que no satisfacen la
igualdad y contestar que la proposicion es Falsa, y en al menos una oportunidad, también la

aceptarla como verdadera [Frec. 3].

5) En el intento de utilizar la técnica A3, plantear incorrectamente el sistema [Frec. 3].
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6) Intentar encontrar proporcionalidad entre las componentes de cada uno de los vectores, con el

tercero dado [Frec. 3].

7) Igualan la CL genérica de los vectores (0,1) y (3,2) al vector nulo, confundiendo claramente
las definiciones de CL e I [Frec. 3].

No se observa, en esta tarea, encerramiento del concepto de la DL en la proporcionalidad de las
componentes (error 6), ya que solamente tres alumnos toman aisladamente los vectores (0,1) y
(3,2) para estudiar una posible proporcionalidad con el vector (-3,2).

Se percibe, en los alumnos, la intencion de justificar la DL exclusivamente via la suma de los
vectores o cualquier otra operacidon arbitraria previamente concebida por ellos (error 1, con
frecuencia 7).

El error que se presenta con mayor frecuencia (12) es el 2, lo que evidencia el encerramiento en
el uso exclusivo de la definicion (1), a través de la aplicacion de la Técnica A3, pero carentes de
la necesaria comprension acerca de qué estan buscando y de cudles son las conclusiones correctas
que deben extraer de sus resultados.

Los errores detectados en las respuestas de la pregunta B, resultaron mas confusos para agrupar
que los descriptos para la pregunta A, por cuanto los estudiantes que justificaron su respuesta en
el contexto verbal, mostraron grandes dificultades, incluso en el caso de respuestas correctas.
Este hecho pareciera corresponder a alglin saber que se moviliza a nivel de intuicion, pero que no
logra formalizarse.

Algunos de los errores mas frecuente que logramos agrupar son:

1) Exhibir la combinacion lineal nula trivial de los vectores dados y concluir que son
linealmente independientes.

2) Exhibir la combinacion lineal nula genérica de los vectores de acuerdo a la Técnica B4,
resolver el sistema obtenido, conseguir la expresion 0=0, o cualquier otra indeterminacion y
concluir que son linealmente independientes.

3) Plantear correctamente la combinacion lineal nula genérica de los vectores de acuerdo a la
técnica B4, e incluso el sistema, y por dificultades vinculadas al manejo algebraico, no lograr
avanzar; o hallar un solo escalar y detenerse sin concluir, o uno de los escalares es erroneo y
no verificar sus resultados, y si lo hacen, volver a cometer error; o bien, no lograr extraer
ninguna conclusion a partir de los resultados correctos obtenidos.

4) Intentar aplicar la Técnica B4 utilizando un vector genérico en lugar del vector nulo.

5) Lograr expresar uno de los vectores como multiplo del otro y, sin embargo, concluir que son
linealmente independientes.
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Algunas de las justificaciones verbales insuficientes o que contienen expresiones descabelladas,
en respuestas correctas son:

*  “porque existen los escalares”

*  “porque son linealmente independientes (3,-2) y (-3,2)”

= “porque teniendo estas ecuaciones la solucion trivial el sistema resulta incompatible”

» “ya que las combinaciones lineales independientes son todas cero”

=  “porque el valor de uno de ellos depende del otro” (sin mas agregado)

Algunas de las justificaciones verbales insuficientes o que contienen expresiones descabelladas
b

en respuestas incorrectas son:

(13 4 b b b 2 3 4

*  “porque su resultado Unico es el trivial” (sin mas agregado)

= “porque no se cruzan en el plano”

*  “pues tiene una solucioén nula”

= “porque dos vectores LI no estan en la misma recta” (sin mas agregado)

*  “pues el sistema es homogéneo independiente trivial”

= “porque el primer vector es CL del segundo vector” (sin mas agregado)

No se observan diferencias sustanciales de rendimiento entre alumnos que cursan diferentes
carreras; ni entre los que cursaron en el presente ciclo lectivo o en uno anterior; ni entre los
alumnos que se presentan por primera vez y los que rindieron en mesas pasadas.

Del analisis cuantitativo de las respuestas y sus técnicas

Con el objeto de cuantificar las observaciones, hemos definido las variables Res A, Res B, Téc A
y Téc B.

La variables Res A y Res B estan vinculadas a las respuestas correctas, incorrectas o ausentes y
asumen los valores:

0: el alumno contestd incorrectamente el item.
1: el alumno contestd correctamente el item.
2: el alumno no contesto el item, o bien, contestd ‘verdadero’ o ‘falso’, sin justificacion.

Las variables Téc A y Téc B estan referidas a las técnicas utilizadas y asumen los valores:

1,2,3,4,5 para la Téc A, de acuerdo a la praxeologia detallada en IV.2.5, pp. 92-94.
1,2,3,4,5,6,7,8 parala Téc B, de acuerdo a la praxeologia detallada en IV.2.5, pp. 95-97.
99: se corresponden con técnicas ‘no identificables’

casillas vacias: corresponden a los alumnos que no respondieron el item.

En los casos en que resultd posible identificar alguna técnica, ain en respuestas incorrectas, se
coloco el codigo correspondiente.
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Las preguntas que guiaron nuestro analisis son:

1) (Se resolvieron ambos tareas con similar éxito?

2) (Esta asociado el éxito en la resolucion de la Tarea A al éxito en la resolucion de la Tarea B?

3) ¢Existen diferencias en los porcentajes de éxito segun la técnica elegida?

En el cuadro que sigue, se muestra la distribucion de aquellas variables, segun las respuestas de

cada uno de los estudiantes encuestados.

Alu ResA | TécA | ResB Téc B Alu ResA | TécA | ResB Téc B
1 1 3 1 1 42 2 1 6
2 0 99 0 4 43 0 99 0 99
3 2 1 4 44 1 1 0 4
4 0 3 0 4 45 2 2
5 1 3 1 4 46 0 99 1 1
6 0 3 0 99 47 0 1 2
7 0 3 2 48 0 99 2
8 2 2 49 1 3 0 4
9 2 2 50 1 3 0 4
10 1 1 1 1 51 2 2
11 2 2 52 2 1 1
12 2 1 7 53 2 2
13 2 2 54 0 3 2
14 2 0 99 55 2 1 5
15 2 2 56 0 3 2
16 0 99 1 6 57 1 3 1 4
17 0 3 1 1 58 0 3 2
18 1 3 0 4 59 1 3 1 8
19 0 1 1 1 60 0 99 2
20 0 3 1 4 61 0 99 0 4
21 0 99 1 8 62 2 1 1
22 1 3 1 1 63 0 3 2
23 0 3 0 4 64 0 99 1 8
24 0 3 1 4 65 2 1 6
25 1 3 0 4 66 0 3 2
26 2 2 67 1 3 1 4
27 0 3 1 4 68 2 2
28 0 3 2 69 2 2
29 0 99 0 99 70 2 1 1
30 2 2 71 0 1 1 1
31 0 3 2 72 2 2
32 1 3 0 4 73 2 0 99
33 0 3 0 99 74 1 3 1 8
34 2 0 99 75 0 99 0 99
35 2 2 76 1 3 2
36 0 3 1 2 77 0 99 1 4
37 0 3 0 4 78 0 3 1 7
38 1 3 1 4 79 1 1 0 4
39 0 99 0 99 80 0 3 1 4
40 2 2 81 2 2
41 2 2
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Con el objeto de dar respuesta a las tres preguntas que nos hemos formulado, procesamos los
datos a través de software estadistico SPSS 9.0, obteniendo los siguientes resultados:

1) Aproximadamente el 21% de los alumnos resolvid correctamente la tarea A, el 38,3%, la tarea

B, en tanto que sdlo el 11% resolvid correctamente ambos tareas, mientras que el 21% figura con

respuesta ausente en ambas. Dado que ambos porcentajes son bajos, podria afirmarse que la

diferencia de éxito entre ambas tareas no es significativa.

Exito de cada tarea

Sin embargo, el éxito en la tarea B,
que es casi el doble que el éxito en la
tarea A, supera a la cantidad de

80
respuestas incorrectas y ausentes, por
g 60] separado, lo que no sucede con la A.
§ 40 Cuadro resumido de datos cruzados
é 20 ORes A
1 B Res B A 1 2 TOTAL
0. 0 11 14 36 44,4%
0 2 1 9 17 21,0%
0: incorrecta 1: correcta 2 8 28 34,6%
2: ausente TOTAL 21 31 81 100%
25,9% 38,3% 35,.8% 100%
RESA * RESB Crosstabulation
RESB Total
0 1 2
Count 11 14 11 36
% within RESA 30,5% 38,9% 30,5% 100,0%
% within RESB 52,4% 45.2% 37,9% 44.4%
% of Total 13,6% 17,3% 13,6% 44.4%
Count 7 9 1 17
RESA % within RESA 41,2% 52,9% 5,9% 100,0%
% within RESB 33,3% 29,0% 3,4% 21,0%
% of Total 8,6% 11,1% 1,2% 21,0%
Count 3 8 17 28
% within RESA 10,7% 28,6% 60,7% 100,0%
% within RESB 14,3% 25,8% 58,6% 34,6%
% of Total 3,7% 9,9% 21,0% 34,6%
Total Count 21 31 29 81
% within RESA 25,9% 38,3% 35,8% 100,0%
% within RESB 100,0% 100,0% 100,0% 100,0%
% of Total 25,9% 38,3% 35,8% 100,0%

2) La resolucion de la tarea A no es independiente de la resolucion de la tarea B segun indican los
indices (s = 0,265, p=0,009).
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Correlations

RESA RESB
Spearman's rho RESA |Correlation Coefficient 1,000 0,265
Sig. (2-tailed) , 0,009
N 81 81
RESB |Correlation Coefficient 0,265 1,000
Sig. (2-tailed) 0,009 ,
N 81 81

** Correlation is significant at the 0,01 level (2-tailed).

3) No se percibe, en la tarea A, diferencia en los porcentajes de éxito, segun la técnica elegida; en
cambio, en la tarea B, existe tal relacion; por ejemplo, la técnica 4 fue menos exitosa que las
demas (le ahorramos al lector la lectura de las tablas que reflejan estos tltimos resultados).

Del analisis cualitativo de los resultados y técnicas utilizadas

La combinacion de técnicas utilizadas con mas frecuencia por los estudiantes es la A3-B4. No
casualmente, estas técnicas consisten en la aplicacion lisa y llana de la definicion de CL e IL, lo
que permite inferir, sin lugar a dudas, que los alumnos que cursan y rinden la asignatura C3
sufren un encerramiento en el tipo de pensamiento que hemos citado en el apartado II1.2.5, p. 55,
y que Sierpinska et al. (2002) denominan ‘definicional’. Pero este hecho no puede reducirse a su
sola identificacion, debemos bucear en su significado.

En efecto, en la respuesta a la pregunta A, la no eleccion de la técnica AS, que involucra el
concepto de dimension de un EV, denota que los alumnos no han logrado movilizar la idea de la
DL, al hecho de que el conjunto de tres vectores de R siempre son LD, y por lo tanto, al
enunciado que vincula aquella nocién con el ‘numero minimo de generadores y maximo de
independientes’. La importancia de construir un puente entre estos conceptos ya fue citada en el
apartado I11.2.2, p. 51 de este trabajo, y constituye uno de los obstdculos mas relevantes que
surgen de la génesis historica del AL y del analisis del campo conceptual de la DL.

La no eleccién de la técnica B1 puede interpretarse, en este caso, como una carencia de habilidad
en el calculo mental para encontrar el escalar que multiplica a un vector para obtener el otro, pero
también puede obedecer al desconocimiento de que esa busqueda es un recurso eficaz en este
caso tan especial en que la pregunta involucra a tan sélo dos vectores, y en el cual la DL se
presenta, via la proporcionalidad de las componentes. Nosotros argumentamos en favor de que se
trata se estd presentando la segunda dificultad pues, de conocer el estudiante que el ejercicio se
resuelve a través de demostrar la existencia, o no, de una proporcionalidad, y ésta no le salta a la
vista, hubiera recurrido a la técnica B3 (frecuencia 0) o a la B6 (frecuencia 2).
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Aunque nos veamos inclinados a otorgar el beneficio de la duda, no puede soslayarse el hecho de
que la técnica B4 es, sin vacilacion, la menos econdmica de las ocho que se muestran en el
apartado IV.2.5, pp. 95-97, lo que evidencia que los estudiantes no han logrado vincular la DL
con la colinealidad de los vectores (BS), ni con el hallazgo de una constante de proporcionalidad
(B3-B6), ni con el rango de una matriz (B7), ni con la nulidad del determinante (B8), conceptos
que conforman gran parte del campo conceptual de la idea central que nos ocupa, y que hemos
construido en el apartado 1V.2.4, p. 86-88, del presente trabajo.

En conclusion, los unicos recursos disponibles en estos alumnos, salvo algunas honrosas
excepciones, son las definiciones primarias de los conceptos involucrados en las preguntas, y por
afiadidura, muestran serios inconvenientes en la manipulacion algebraica que les impide alcanzar
el resultado correcto.

También es pertinente insistir en que los alumnos no fueron encuestados cuando solamente
disponian de las definiciones de DL e IL, lo que de hecho hubiera justificado en parte la aparicion
de aquellos esquemas’® predominantes en estos estudiantes, y a los que se refiere Vergnaud como
la organizacion invariable de la conducta, sino que se supone que conocian el campo conceptual
descripto en el apartado recientemente citado.

Asimismo, entendemos que los resultados obtenidos en la experiencia que acabamos de describir
y analizar, junto a los reportes de las investigaciones en el tema que consignamos en la seccion
1I1.2, pp. 44-58, constituyen suficientes elementos para sostener que hemos confirmado la tnica
hipotesis que planteamos en la introduccion de este trabajo, esto es: existen obstaculos en la

construccion de los conceptos de dependencia e independencia lineal de vectores en alumnos de
primer aiio de la UNNE.

V.1.2 Un problema formulado a Profesores de Nivel Medio

En esta etapa, de cardcter empirico, describimos las caracteristicas y los resultados obtenidos en
la experiencia de solicitar la resolucion de un problema a un grupo de profesores de nivel medio,
cuyo enunciado se agrega como apéndice en la seccion VIII.2, aunque por comodidad, también lo
transcribimos aqui.

Este abordaje tiene como propdsito dar respuesta a la pregunta 10, formulada en la seccion 1.2, p.
6, esto es jQué conocimiento tienen sobre el tema los Profesores de Nivel Medio? a través de
lograr una aproximacion al modo en que la nocion de la dependencia lineal ‘vive’ en los docentes
e imaginar como transmitirian la idea a los alumnos que ingresaran a la universidad.

%6 Ver seccién 1.5, p. 22.
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V.1.2.1 Descripcién. Perfil de los encuestados

El instrumento utilizado consistio en el enunciado escrito de un problema propuesto a un pequefio
pero heterogéneo grupo de 15 docentes diplomados del nivel medio, y de muy variadas edades,
que ejercen en la Capital e interior de Corrientes, Chaco, Formosa y Misiones, provincias que
componen el Nordeste argentino.

Cabe mencionar que la resolucion del problema se llevo a cabo en una instancia de evaluacion de
un curso, lo que imprime un compromiso particular de los encuestados con el resultado.

La muestra, que forma parte de un total de 125 docentes, no fue el resultado de una seleccion
aleatoria ni voluntaria, sino que abarco la totalidad de la poblacion de profesores que tenian
pendiente la aprobaciéon de un examen recuperatorio debido a que no asistieron a la version
original del examen, sin embargo, este hecho le otorga cierto cardcter azaroso a la muestra, y en
consecuencia, hace significativos los resultados que surgen de tal exploracion.

La experiencia se llevd a cabo en instalaciones de la FaCENA, en agosto de 2003, y la
documentacion que la acredita, se encuentra archivada junto al resto de la documentacion del
curso.

V.1.2.2 Comentarios sobre el problema propuesto

El problema que se propuso a los docentes fue disefiado con un doble objetivo. Por una parte, en
virtud de su pertinencia en relacion con temas que se habian desarrollado durante el curso; por
otra, la intencion de utilizar este dispositivo de modo de convertirlo en un instrumento de
evaluacion razonable de conocimientos vinculados a las posibles soluciones de un sistema de
ecuaciones lineales, tales como la incompatibilidad, y en particular, la indeterminacion, ligada a
la proporcionalidad de dos ecuaciones.

Debido a su simpleza, advertimos que el dispositivo utilizado no fue sometido a proceso de
validacion alguno.

Mas abajo, y con el objeto de facilitar la interpretacion al lector, transcribimos el enunciado del
problema y una posible solucion del mismo.

Claramente, el item ii) apunta a detectar si el docente maneja con solvencia el concepto de
indeterminacion del sistema de dos ecuaciones lineales a través de provocar la apariciéon de una
cierta proporcionalidad entre aquellas. Ahora bien, como no es la proporcionalidad el saber en el
que estamos interesados, podemos preguntarnos ;jpor qué afirmamos que este item permite
indagar respecto al conocimiento que el docente posee, en relacion con la DL? Simplemente,
porque quien maneja con solvencia la nocién de la DL, sabe que la informacion que provee la
ecuacion c+b=60 (o el vector (1,1,60)), es la misma que la que proporciona cualquier ‘multiplo’

de la misma y que, en realidad, dispone de una unica ecuacion con dos variables, que arroja
infinitas soluciones en R”.

CAPITULO V 109



Por lo tanto, en el caso de estar ausente aquel conocimiento, es valido inferir que también se
encuentra ausente el significado de la DL. Como habra notado el lector, estamos recurriendo a

una deduccion obtenida por el método llamado del ‘contrarreciproco’.

/ ENUNCIADO \
Un espia sabe que en cierto aeropuerto
secreto hay estacionados 60 aviones,
entre cazas y bombarderos. Hay un tipo
de cohete que es transportado por ambas
clases de aviones; el caza porta seis de
esos cohetes y el bombardero sélo dos.
El agente sabe que con 250 cohetes
quedaron pertrechados por completo
todos los aviones que se hallan en el
aeropuerto. Ademas, se entera que en
esa base el numero de aviones caza es el
doble del nlimero de bombarderos.

a) Calcule el numero de aviones caza y
bombarderos que hay en el

UNA SOLUCION

4 R

Las ecuaciones simultaneas que modelan

el problema son:
c+ b=60  donde c es el nlimero de
6c¢+2b=250  aviones cazay b, el de
c=2b  pombarderos

a) No es necesario aplicar ninguna
técnica sofisticada para probar que la
informacién es inconsistente. En efecto:
Si ¢=2b entonces c+b=2b+b=3b=60 y
por lo tanto »=20. Como
6¢c+2b=6c+2.20=6c+40=250 entonces

6¢=210,y por lo tanto, ¢=35.

aeropuerto o bien demuestre que la
informacién del agente debe ser
incorrecta, ya que es inconsistente.

b) Si la informacion resulté inconsis-
tente, modifiquela de manera tal que:

i) pueda determinarse con certeza el
numero de aviones de cada tipo;

ii) sea imposible afirmar con certeza
el numero de aviones caza vy
bombardero pues solamente se
obtienen algunas cantidades posibles
de aviones de cada tipo que pudieran
estar estacionados en el aeropuerto.

. /

Pero entonces c+b=35+20=55, cuando
deberia ser 60.

b) i) Eliminamos la informacion “el
numero de aviones caza es el doble del
nimero de bombarderos” y cambiamos
250 cohetes por 272. De esto resulta el

c+ b=060 .
6et2hn7p dUe arroja como
Unica soluciéon: ¢=38y b=22.

ii) Cambiamos, p. €j. la informacién por:
“los cazas y los bombarderos portan 6
cohetes cada uno. El agente sabe que

sistema {

con 360 cohetes quedaron ...”, de donde
resulta: ¢+ b=60
6¢+6b=360

que es un sistema indeterminado y, por

\\10 tanto, admite soluciones ml'lltiples./

V.1.2.3 Andlisis de los datos recogidos en las soluciones

Como es conocido, la cantidad de individuos de la muestra no resulta suficiente para llevar a cabo
un analisis cuantitativo de relevancia, y menos ain, uno que pretenda inferir tendencias a la
poblacion de todos los docentes de nivel medio del nordeste argentino. Es por ello que nos
limitamos a hacer una sintesis descriptiva-explicativa de caracter cualitativo de las producciones
de los profesores.
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Vamos a concentrar nuestro analisis en las respuestas dadas al item i1). De éstas surge que siete
docentes evitan contestarlo; de los ocho restantes, cinco lo responden correctamente, dos
incorrectamente, y uno plantea de forma incorrecta las ecuaciones de partida pero responde
coherentemente el item ii), respuesta que consideramos correcta, a efectos del computo.

A continuacion mostramos las producciones de los tltimos tres casos y su interpretacion.

Produccion escrita

Interpretacion

Modifica un sistema incorrecto, pero tampoco
logra el efecto solicitado. El sistema que propone
es determinado y ademas arroja resultados no
posibles en el contexto del problema.

Conserva la segunda ecuacion del sistema, pero
es incapaz de modificar la primera, de modo de

2 l . conseguir lo que se solicita. El que propone es
et = < determinado y halla un unico par de valores no

. naturales imposibles en el contexto del problema.

) : Plantea incorrectamente la primera ecuacion del

3 A sistema pero responde de acuerdo a ella el item

).

En términos de porcentajes, los resultados vinculados a la categoria de las respuestas son:

Producciones de los docentes

correcta

ausente
40%

47%

incorrecta
13%

No deja de ser preocupante el hecho de que so6lo el 40% de los profesores evidencian tener idea
de como inventar un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas, de modo que resulte
indeterminado, conocimiento que constituye una piedra angular en la construccion del concepto
de dependencia lineal de vectores.
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A partir del significado de los resultados recogidos en esta experiencia, que no ameritan mayores
explicaciones para su comprension, obtenemos un acercamiento a la respuesta de la pregunta que
encabeza este apartado, y ademds, una apreciacion del calibre de la contribucion que estos
docentes estan en condiciones de llevar a cabo, en el marco de la cuestion trabajada en el
apartado IV.1.1, pp. 59-65, asociada a la idea de la ensefianza de los conceptos que nos ocupan,
en el Nivel Medio de nuestra comunidad.

V.1.3 Entrevista a Profesores de la Universidad Nacional del Nordeste

La pregunta central que guid esta etapa es la que hemos indicado con el niimero 11 en la seccion
I. 2, p. 6, de la introduccién de este trabajo, esto es ;Cudl es la concepcion que tienen los
profesores de la UNNE en relacion con la ensefianza y aprendizaje del tema? informacion que
recogimos a través del dispositivo que pasamos a describir.

V.1.3.1 Descripcion. Perfil de los entrevistados

El instrumento seleccionado en esta oportunidad fue una entrevista estructurada, remitida y
receptada a través de correo electronico. Varias fueron las razones que nos condujeron a esta
decision y aqui sefialamos algunas de ellas:

o No resulta sencillo encontrar en la UNNE algun docente desocupado durante todo el lapso de
tiempo que duraria la entrevista.

o Si bien el cuestionario no contiene preguntas comprometedoras, entendemos que una
entrevista cara a cara, podia constituir un obstaculo para que el docente se explayara a su
antojo, y revisara y corrigiera sus propias declaraciones.

Priorizamos las respuestas reflexionadas a las espontdneas y quizd de compromiso.

Las respuestas a algunas preguntas requerian tener presente ciertos datos numéricos y de
organizacion de la asignatura para las cuales los docentes quizd necesitaran consultar la
documentacion obrante en la catedra.

o Evaluamos que el numero de docentes que tal vez no contestaran la encuesta electronica
podria resultar similar a la cantidad de aquellos que no aceptaran ser entrevistados y grabados.

Esta etapa del trabajo se desarrolld en varias fases. En la primera, se procedié al disefio del
instrumento, cuya version definitiva fue el resultado de sucesivas correcciones, que surgieron de
recomendaciones del grupo de expertos que lo validd; la segunda, consistio en el estudio de los
distintos programas de las carreras que se cursan en la UNNE, a fin de detectar aquellos que
incluyen el tema DL e IL de vectores; la tercera, la indagacion acerca de la identidad de los
docentes que imparten clases en esas asignaturas; la cuarta, la averiguacion de sus respectivos
correos electronicos; la quinta, la remision, la sexta la recepcion, y finalmente, el analisis.
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Entonces, la muestra seleccionada consistié en la totalidad de profesores y auxiliares de la UNNE
que prestan servicio en aquellas asignaturas, sin embargo, como se verd, la muestra analizada fue
inferior, debido a que no todos contestaron a la misma. En efecto, se remiti6é el guion a 17
docentes, en diciembre de 2004, y se recibieron en devolucion diez, acorde a nuestras
expectativas, entre diciembre de 2004 y febrero de 2005.

V.1.3.2 Comentarios sobre el guién de la entrevista

Las preguntas que conforman la entrevista, y que obran en el apéndice VIIL3, p. 163, se
estructuran de modo de recavar informacion que nos habilite a reconstruir, lo mas cercanamente
posible, los escenarios en que tienen lugar los procesos didacticos. Es por ello que se indaga en
variadas direcciones. Por un lado, en relacion con la categoria y dedicacion del profesor dentro de
la catedra, asignatura que imparte, carrera para la cual se dicta, matricula estudiantil, régimen de
cursado y ubicacién curricular, tipo y modalidad de la clase y carga horaria semanal. Por otra
parte, recoge datos vinculados a la organizacion didactica de los temas que nos ocupan, la
importancia que le otorgan, las estrategias de ensefianza, el porcentaje aproximado de alumnos
que considera que se apropian de los conceptos de DL e IL, las horas de clase que le dedican al
tema, si las consideran suficientes, y cuales son las dificultades que encuentra en sus alumnos.
Ademas, se incluy6 una unica pregunta vinculada al conocimiento disciplinar del tema con la
intencion de aproximarnos a las creencias de los docentes acerca del significado de la DL.

También cabe recordar que gran parte de la informacién obtenida en la primera categoria, opero
de fundamento en el desarrollo del subapartado IV.1.2.1, pp. 65-70, al describir el montaje
didactico en la UNNE. Nos referimos a los datos generales sobre las asignaturas y a las
respuestas de las preguntas uno y dos.

V.1.3.3 Analisis de los datos recogidos en las entrevistas

Es importante destacar, ya que sobre ellos recae la gestion de la organizacion de la ensefianza,
que entre los diez docentes que devolvieron la entrevista, figuraron los cinco profesores
responsables de las asignaturas que caracterizamos en el apartado recientemente citado.

Dada la caracteristica de la experiencia, nuestro analisis consistird en una sintesis descriptiva-
explicativa de caracter cualitativo de las respuestas de los profesores.

Con relacién a la pregunta tres del guion de la entrevista acerca de la importancia que le
confieren los informantes a la ideas de DL e IL para la formacién matemadtica de los estudiantes,
todos opinan, ya sea enfocando a la carrera especifica para la cual se dicta la materia, o bien, en
términos mas generales, que las nociones son de sumo valor, dentro y fuera de la matematica.
Algunos de sus argumentos”’ se exponen a continuacion:

>7 Estas opiniones dan fuerza a las que anticipamos en el apartado 1.1.1, pp. 1,2, del presente trabajo.
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“Para mi, la potencia de este tema es que permite sistematizar los conocimientos mostrando que no son
temas dispersos. (...) la utilidad del célculo vectorial se debe a que no introduce elementos extrafios, es

»

decir sus elementos y operaciones tienen caracter intrinseco € invariante.’

“Son muy importantes en un doble sentido, creo que es un tema que exige un grado de abstraccion
interesante para un alumno que se inicia en las matematicas, es decir que trabajar con este tema es
hacer un poco de matematicas. Por otro lado es un tema que tiene infinidad de aplicaciones en otros
temas de la matematica (matrices, geometria, sistemas de ecuaciones) y en otras areas como pueden ser
fisica, biologia, computacion, etc.”

“Creo que son importantes en la formacion matematica de mis alumnos, porque es un tema que permite
representaciones algebraicas, geométricas y graficas interdependientes, que permiten su transposicion a
otros temas, tanto dentro de la matematica, como de un espectro muy amplio de aplicaciones, algunas
de las cuales los futuros Licenciados en Sistemas de Informacion deben conocer e interpretar
correctamente.”

“Los conceptos de DL e IL son importantes en la formacién de los alumnos, no solo dentro del algebra
lineal sino también dentro de las matematicas en general, porque tienen una cierta universalidad y
siempre los encontraran en diversos contextos.”

“Naturalmente que si, la idea es importante en la formacion matematica del alumno, tanto como que
esa idea le facilite al alumno la “manipulacion” de estos “modelos que le aporta matematica” como
herramienta de trabajo.”

“Creo que son fundamentales para las ingenierias, ya que todos los problemas de mecanica (Fisica) y
Mecanica aplicada (en Ingenieria Civil) y calculo de circuitos (eléctricos o electronicos), se pueden
reducir a resolver operaciones con matrices, esto es, transformar la complejidad de la geometria, del
analisis y de la topologia a calculos algebraicos.”

Con respecto a las estrategias que utilizan para transmitir las nociones CL, DL e IL, que se
corresponde con la pregunta 4 del guidon de la entrevista, en casi todos los casos se apoyan
fuertemente en los espacios R” y R?, y las representaciones geométricas, para mas tarde alcanzar
por abstraccion, la idea de vector algebraico, haciendo hincapié que esta nocion amplia y se
‘escapa’ de la nocidon geométrica de ‘vector flecha’. Un sélo docente, ademas de trabajar en los
espacios euclideos, alude al tratamiento de DL en el estudio de las soluciones de un sistema de
ecuaciones lineales; otro, recurre a problemas de fisica; otro, recuerda la definicion de DL e IL, y
luego presenta aplicaciones de la guia. A modo de ejemplo, transcribimos dos de las respuestas,
que corresponden a dos profesores responsables de catedra y que tiene a su cargo las clases
teoricas:

“Comienzo casi siempre con ejemplos, los que se analizan desde distintas representaciones. Luego
intento construir una definicion, con analisis de las imprecisiones de los pasos que vamos siguiendo.
Luego se dan otros ejemplos, en distintas representaciones y se los analiza desde la definicion. Se
plantean problemas de indole tedrica, para derivar el enunciado de propiedades. Se completa con una
exposicion teorica ordenada, y se complementa con mas ejercicios en clase practica. Estan a su
disposicion las guias de trabajos practicos que utilizamos.”
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“Primero intento que logren apropiarse cabalmente de la idea de CL a través de metaforas que
involucran preparados culinarios o de colores primarios y luego, quimicos, insistiendo que a los
ingredientes, los vamos a llamar vectores, y que el ‘preparado’, también serd un vector (por tratarse de
suma de multiplos de vectores). Dedicamos un rato a observar que también podemos expresar cada uno
de los ingredientes-vectores, en funcion de los demds. Luego aislamos en un miembro al vector nulo a
cuya expresion llamo CLN, lo que permite comenzar a desprenderse de la metafora y pensar que las
cantidades (tazas-coeficientes) pueden asumir cualquier valor. En este momento introduzco la idea de
que el conjunto de los vectores primarios (ingredientes), junto al ‘preparado’, forman un conjunto LD,
justamente porque entre ellos existe un ‘preparado’, haciendo notar que se obtiene el vector nulo sin
que los coeficientes sean todos ceros (porque ese preparado no tiene gracia). Mas tarde, reproducimos
los mismos pasos con vectores en el plano. Luego, comenzamos a formalizar la definicion de DL e IL,

2

etc.

Las respuestas a la pregunta cinco, a proposito del porcentaje de estudiantes que los docentes
creen que alcanzan la comprension de aquellos conceptos, son muy variadas, y recorren un rango
del 10% a 50%, en las asignaturas de servicio. En este sentido, un docente agrega que, entre un
80% y 90% logra captar la totalidad de su riqueza, luego de cursar materias especificas de Fisica.
Por otro lado, se percibe una diferencia muy importante en la asignatura que se imparte para el
profesorado y la licenciatura, donde el porcentaje alcanza el 80%.

Respecto a la dedicacion horaria, tanto para el tema ‘espacios vectoriales’ como para los
conceptos que nos ocupan, y que se consulta en la pregunta seis del guion, los docentes también
reportan en forma diversa, entre 4 y 20 para el primero, y entre 2 y 10, para los segundos, aunque
la mayoria coincide que estos ultimos, son conceptos que se construyen a lo largo de todo el
topico de EV. En relacioén con la apreciacion si consideran suficiente o no, aquella dedicacion,
también muestran opiniones divididas, con predominancia de las negativas. Ahora transcribimos
algunas de las justificaciones:

“Son suficientes para desarrollar los ejercicios previstos, pero no asegura la comprension del tema.”
“No, pero no tengo alternativa. Porque me gustaria que se dieran mas horas de Algebra ya que los
temas son muchos y todos muy importantes y el nivel de ingreso es malo.”

“No son suficientes porque no se puede madurar en una unidad lo que deberia ser una materia.”

“Son suficientes, porque para el alumno, es suficiente conocerlo como herramienta de su futura
profesion y no desea ni necesita teorizar.”

Como dato curioso podemos sefialar que uno de los profesores que reporta que el promedio del
porcentaje de alumnos que evidencia comprension del tema es el 30%, es uno de los que juzga
que la dedicacion horaria es suficiente, de lo que se desprende que no adjudica el fracaso al
tiempo en que se desarrolla el tema.

En relacion con las dificultades que encuentran sus alumnos en la construccion de las nociones de
DL e IL, y sobre las que se indaga en la pregunta siete del guion, algunos docentes reportan
concretamente que las confunden; otros las adjudican a la pobreza de los conocimientos previos;
otros, a la falta de dedicacion, y otros, a la formalizacion, la abstraccion y el lenguaje simbolico
que requieren. Algunas de sus expresiones son:
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“Al principio cometen errores groseros como decir que son LI porque la transformacion trivial les da
nula. Por ejemplo, ejercicios como determinar si cuatro ternas son LI o LD, los resuelven con el
procedimiento rutinario y no son capaces de contestar directamente. Lo mismo si se nota que dos
vectores son multiplos uno del otro o si esta el vector nulo les cuesta darse cuenta que son LD. No se
dan cuenta que los vectores que forman una base del espacio V tienen que pertenecer a V. (...). Si en
las fila de una matriz uno realiza operaciones elementales, les cuesta ver que esas filas que quedaron, si
se las piensa como vectores, generan el mismo espacio que al principio (;,que es mejor dar primero
sistema de ecuaciones y después espacios vectoriales o al revés?). (...).”

“La falta de conocimientos previos, no s6lo en este tema. Pretendemos que lo que la humanidad tardé
2000 afios en construir, nuestros alumnos lo construyan en 6 horas reloj. Creo que es imposible. Son
conceptos profundos, que requieren mas tiempo para madurarlos (...).”

“No advierto dificultades en la construccion de las nociones, los casos que se revelan como no
suficiente 6 incorrectamente aprendidos, estan asociados a falta de dedicacion al tema (...).”

“El principal inconveniente es la formalizacidn, el uso del lenguaje simbolico y su interpretacion.”

“Creo que una de las mayores dificultades con que se encuentran los alumnos principiantes, es el
manejo del lenguaje técnico y/o simbolico. También creo que tienen obstaculos, en la comprension
misma de las operaciones de suma y producto, y en muchos casos, me parece que la ruptura aritmética-
algebra no ha sido debidamente completada.”

“Algunos de los alumnos terminan el cuatrimestre con la certeza de que han aprendido operatoria pero
la parte conceptual no la manejan, por ello la forma de resolver los problemas planteados es mecanica
y memoristica, lo que sin duda los conduce a fracasar en los examenes.”

“La dialéctica entre lo general y lo particular deriva en un proceso que requiere varios niveles de
abstraccion, para los cuales, entiendo, los alumnos no estan preparados. Ademas, so6lo logran un
conocimiento fragil de la equivalencia: «un conjunto de vectores es LD si, y solo si, al menos uno de
ellos es CL de los restantes», y tampoco consiguen ligar la idea de la DL a otras nociones.”

Finalmente, la pregunta ocho, que indaga acerca de qué pueden afirmar los docentes, a partir de
conocer que un conjunto de n vectores es LD, se percibe en algunas respuestas la misma
dificultad que presentan los estudiantes, esto es, el encerramiento, sin supuesto previo, en el EV
de las n-tplas, y mas atin, en la DL ligada a la proporcionalidad de las componentes, sin aclarar
que se trata de dos vectores. Ademads, en algun caso, se nota que responden a la pregunta “;qué
podria suceder?” y no a “;qué pueden afirmar?”. Como es conocido, esta Ultima pregunta
involucra una implicacion logica, que tiene caracter de forzosa. A su vez, dos docentes contestan
“Lo que se encuentra en cualquier texto corriente de Algebra Lineal.” Transcribimos, a
continuacion, algunas de las expresiones:

“(...) Dos 0 mas de los vectores tienen la misma direccion (o direcciones paralelas) o recta de accion.
Dos 0 mas vectores son proporcionales o coincidentes.”

“No puede ser base. En los espacios numéricos, la DL esta ligada a la proporcionalidad de las
componentes.”
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“Por ejemplo que un vector es combinacion lineal de los demas; puede suceder que el vector nulo
. 2 p

pertenezca a ese conjunto, en R™ podemos hablar de vectores paralelos, vectores colindales, vectores

paralelos a un plano en R*.”

“Que al menos uno de ellos es combinacion lineal de los demas. La dimension del espacio vectorial
que generan es menor que n. Existen infinitas combinaciones lineales nulas de dichos vectores. Se
puede encontrar dentro de ese mismo conjunto un conjunto de vectores LI que genere el mismo espacio
que generan estos vectores.”

Convengamos que, aun situandose en el espacio vectorial (R", +, R, .), podemos proponer mas de
una docena de afirmaciones a partir de la situacion planteada, de acuerdo al campo conceptual
que hemos construido en el apartado 1V.2.4, pp. 83-88.

V.1.4 Entrevista a alumnos de la Facultad de Ciencias Exactas

Esta cuarta y ultima etapa de recoleccion de datos tiene como eje la pregunta que hemos indicado
con el numero 12 en la seccion 1.2, p. 6, de la introduccion de este trabajo, esto es ;Construyen
los alumnos la red interna que subyace a las definiciones de la DL e IL?, la que intentamos
responder a través del dispositivo que pasamos a describir, y que agregamos como Apéndice
VIIL4, p. 164.

V.1.4.1 Descripcién. Perfil de los entrevistados

Si bien la técnica dominante para recoger datos es la entrevista individual, en esta oportunidad se
implementd una entrevista clinica semiestructurada de debate grupal, que como se sabe, se trata
de una charla que tiene lugar en el seno de un pequefio grupo de individuos que expresan su
pensamiento en voz alta, como respuesta a un cuerpo de preguntas organizadas por el
entrevistador, y que varia segun las respuestas de los entrevistados.

La utilizacion de esta variante de las técnicas de encuestas permite un proceso de comunicacion
especifico, coloquial y reciproco en un marco relativamente abierto, que resulta menos indiscreto
y comprometido para los entrevistados, y donde éstos pueden formular preguntas, tanto al
entrevistador, como a los otros participantes, estimulando la interaccion social entre los sujetos
intervinientes. Como consecuencia de ello, no se descarta que parte de la informacidén que se
recava se derive de esta interaccion y no precisamente de los conocimientos y concepciones que
los estudiantes traen al encuentro.

En general, la informacioén obtenida en las entrevistas semiestructuradas posibilita confirmar lo
que ya es conocido, pero también ofrece la oportunidad de conocer, no solamente las respuestas,
sino también las razones de las respuestas. Por supuesto que este tipo de técnica no esta a salvo
del dilema de la contaminacion del entrevistador, tanto durante la entrevista propiamente dicha,
como en la interpretacion de lo que en ella sucede.
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Se reclutaron siete alumnos, tres mujeres y cuatro varones, que ingresaron, en el afio 2004, al
primer afio de la carrera Bioquimica que se cursa en la FACENA y que de acuerdo al Curriculo
vigente, cursaron la asignatura C3 en el primer cuatrimestre. Los alumnos citados se presentaron
voluntariamente, no sin insistencia de nuestra parte, a la convocatoria verbal llevada a cabo
durante el examen final de la materia, que tuvo lugar en febrero de 2005, cuyos resultados fueron
entregados pasados dos dias, oportunidad en que se realizo la entrevista en instalaciones de la
misma facultad. Estos estudiantes, que tienen edades entre 18 y 21 afos, fueron comunicados
respecto a cuales eran las intenciones, alcances y finalidad de la entrevista, logrando su
consentimiento para su registro en video.

Tanto los registros en papel, como los de video y audio, se encuentran en nuestro poder.

V.1.4.2 Comentarios sobre el guién de la entrevista

De la experiencia que describimos en el apartado V.1.1, surge claramente que los estudiantes se
aferran a las definiciones como Gnico recurso para decidir si un vector de R* es combinacion
lineal de otros dos, o si un conjunto de dos vectores del mismo espacio, es LI. Por otro lado, de
los datos recogidos en la entrevista a docentes de la UNNE, sobre la que se reporta en el
apartado V.1.3, pp. 112-117, se asoman, entre otras dificultades que ellos perciben en los
estudiantes en el proceso de construccion de estos conceptos, la ausencia de conexidon con otras
nociones, la formalizacion, la confusion de las ideas de DL e IL y la fragilidad en la comprension
de la equivalencia entre las dos definiciones de la DL.

Estos resultados nos condujeron a meditar sobre la necesidad de explorar mas profundamente qué
nivel de comprension poseen los estudiantes en relacion con el significado de las definiciones
centrales, como las movilizan y cémo las vinculan, es decir, cudl es la dialéctica que logran
construir entre las definiciones que hemos consignado y analizado en el apartado IV.2.3, pp. 76-
83, de este trabajo. Asimismo, se pretende examinar como ligan estas ideas, a otras que
componen su campo conceptual, como por ejemplo, el rango, la base y la dimension. Esta
introduccion pretende clarificar al lector acerca de qué entendemos por ‘red interna que subyace
a las definiciones de DL e IL’ y que aparece como idea central de la pregunta 12, de la seccion
1.2, p. 6, que estamos intentando responder.

Con este objetivo, dividimos nuestra agenda para la entrevista en dos partes, en las que se
prefijan preguntas al solo efecto de contar con una guia tematica de discusion que opere como
disparador de otras cuestiones que pudieran perfilarse durante el desarrollo del debate. Estas
preguntas, que fueron validadas por un grupo de expertos, son entregadas por escrito a cada uno
de los entrevistados al inicio del encuentro.

A continuacién transcribimos cada una de esas partes, ofrecemos una posible resolucion de las
mismas y encaramos un analisis a priori de la interpretacion que puede dérsele a posibles
respuestas incorrectas de los estudiantes.
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Parte 1

Escriba 4 conjuntos de 3 vectores de R® en los cuales exactamente ninguno, 1, 2 y 3 vectores,
respectivamente, sean CL de los demdas.

Esta primera tarea que involucra al EV especifico R®, pretende explorar cuales son las
concepciones que los alumnos ponen en juego, al construir los conjuntos que se solicitan. Esta
actividad, que difiere fuertemente de la situacion de tener que reconocer combinaciones lineales o
dependencia o independencia lineal a partir de la aplicacion de las definiciones, implica
provocarlas, y tener bajo control cada una de las consecuencias de tal manipulacion, sin perder de
vista aquellas definiciones. Como puede apreciarse, tiene como objetivo primigenio, explorar el
esquema conceptual que construyen alrededor del concepto de CL, vinculado a la dependencia y
a la dimension. A modo de variable didactica, la restriccion de la cantidad de vectores que
pueden ser CL de los demas en cada uno de los conjuntos, obliga a cambiar de estrategia en cada
item.

Asimismo, intentamos indagar durante la entrevista, qué entienden los estudiantes por la
expresion ‘los demas’, o ‘los restantes’, o ‘los otros’, interrogante que quedo6 planteado en el
subapartado 1V.2.3.1, pp. 78-80, del presente trabajo.

Por comodidad, separamos la consigna en cuatro items:

4 N

a) Escriba un conjunto de 3 vectores de Basta tomar un conjunto de tres vectores
3

R’ donde ninguno de los vectores sea | de 'R que sea LI, lo que se logra

combinacion lineal de los demads. facilmente tomando, por ejemplo, la base

canonica de ese espacio.

La respuesta a esta tarea vincula las definiciones (7) y (9), de la p. 77, y los conceptos de

dimension y base. Dada la posibilidad de recurrir a la base candnica™, se espera que este item sea
respondido sin mayores dificultades por aquellos estudiantes que conocen, no sélo su existencia,
sino también sus propiedades tan particulares. Por lo tanto, la imposibilidad de contestar al
mismo, estd asociada a la carencia de esta idea, y de cualquier otra que se considere eficaz en este
caso, como por ejemplo, la incapacidad de recurrir a tres vectores que, dispuestos en tres filas,
formen una matriz triangular superior.

%% Dejamos en claro que nos referimos a la base canénica solamente por cuestiones de ‘popularidad’, por cuanto la
tarea puede responderse correctamente exhibiendo cualquier otra base.
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/La unica forma de lograr lo que se pide,
es a través de un conjunto que contenga
el vector nulo y que ademas, entre los
otros dos, no exista proporcionalidad, lo
que se consigue tomando, por ejem?lo,
dos vectores de la base canonica de R”.

\_ )

b) Escriba un conjunto de 3 vectores de
3 f

R’ donde uno, y solo uno de los vectores

sea combinacion lineal de los demas.

En la validacioén llevada a cabo en el seno del grupo de expertos, si bien no se cuestiond ninguno
de los enunciados, hubo coincidencia en que este item podia constituir un conflicto cognitivo en
los alumnos y en varias direcciones. Por un lado, la necesidad de incluir el vector nulo en el
conjunto, para evitar las CL mutuas que se presentarian entre los tres. Por otro, que este hecho
obliga a revisar la propia definiciéon de CL, con relacion a si tal combinacion, es o no, una CL
admitida. La duda surge porque esa combinacion, es justamente la trivial, hecho que, en el
pensamiento de los estudiantes, queda asociado a la IL, que no es el caso del conjunto que
estamos construyendo. Entonces, la inclusion de este item obedece a la intencion de esclarecer si
existe o no, en los estudiantes entrevistados, aquel conflicto entre la CLNT que permite expresar
al vector nulo como el Unico vector que es CL de los demdas vectores del conjunto (p. ej.:
(0,0,0)=0.(1,0,0)+0.(0,1,0)), y la CLNT de todos los vectores del conjunto (p. ej.:

(0,0,0)=0.(0,0,0) + 0.(1,0,0) + 0.(0,1,0) ), que no es Unica por cierto, ligada a la definiciéon (7) de la IL
que hemos consignado en el apartado IV.2.3, p. 77. Si el alumno se ve inmerso en esa confusion,
significara que no tiene claridad en los conceptos que aqui intervienen.

4 )

Una forma de lograr lo que se pide, es
¢) Escriba un conjunto de 3 vectores de plantear un conjunto que contenga dos
R’ donde dos, y sélo dos de los vectores vectores de la base canonica y un tercer
sea combinacion lineal de los demas. vector que sea multiplo de uno de

aquellos.

- )

A través de este item se intenta explorar con qué recursos cuentan los estudiantes para la
construccion del vector que no debe ser CL de los otros dos, sino, tan s6lo, de uno de ellos, bajo
el supuesto de que la escritura de los dos primeros no les acarrea conflicto alguno. En esta
ocasion, casualmente, provocar la proporcionalidad de las componentes de uno de ellos, es la
técnica correcta, y no lo es, por ejemplo, recurrir a la suma de ambos vectores. Entendemos que
reconocer esta situacion tan particular, significa tener bajo control las nociones de CL y DL.
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4 N

Una forma sencilla de lograr lo que se

d) Escriba un conjunto de 3 vectores de pide, es plantear un conjunto que
R’ donde los tres vectores sean contenga tres vectores de modo que uno
combinacion lineal de los demas. de ellos sea la suma de los otros dos; o

bien, un vector, y dos de sus multiplos.

- )

Queda claro que en esta tarea la idea central es la DL, pero no una DL cualquiera. Por ejemplo,
resultaria incorrecto provocar la aparicion de una DL que configure las situaciones de los items b
o c¢. La inclusion de este item obedece, no solo a la intencion de analizar las estrategias que
despliegan los alumnos en la construccién de tal conjunto, sino que se espera, a través de
preguntas suplementarias, explorar cudl es su modo de acercarse a las ideas de dimension y
rango, con el pretexto de la dependencia, dado que, segin los vectores elegidos, se puede obtener
un subespacio de dimension dos o bien uno.

Parte 2

Investigue si son verdaderas o falsas las siguientes implicaciones:

Esta segunda parte se desenvuelve en un EV abstracto y a través de consignas dadas en lenguaje
natural, de manera de excluir las dificultades ligadas a la simbologia y concentrar nuestro analisis
en los significados que los alumnos otorgan a cada una de las implicaciones que se presentan,
intimamente relacionadas con las definiciones, propiedades, y conceptos, pero desvinculadas
ahora de la forma que presentan estos objetos matematicos, salvo por el hecho de que se trata de
vectores algebraicos, reunidos en conjuntos o espacios vectoriales.

Los principales objetivos de esta exploracion obedecen, no solo a evaluar el rendimiento de los
estudiantes entrevistados, sino ademas, al intento de encontrar categorias que permitan agruparlos
de acuerdo a sus concepciones y creencias, ya sean pertinentes o no, lo que nos proporcionara de
alguna manera una idea de como se distribuyen sus modos de pensamiento.

A continuacion se transcriben y analizan las catorce implicaciones propuestas:

[a) Si en un conjunto de vectores, uno de ellos no es CL de otros, entonces el conjunto es LI ] ,[ F ]
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Los estudiantes que no logran contestar correctamente este item conciben a la IL como una
caracteristica que se detecta con sélo revisar ‘uno’ de los vectores del conjunto, evidenciando
dificultad en la comprension del significado de la definicion (9), que expresa ‘ninguno’. Si
asumen licitamente a la definicion de la IL como la negacion de la definicion (4) de la DL, el
nodo de conflicto proviene del rol y significado que adjudican a la expresion ‘al menos uno’, y su
correspondiente negacion ‘ninguno’, que en la logica del lenguaje matematico significa ‘no
existe’, obviamente vinculado a la problematica de la cuantificacion de proposiciones.

[b) Si existe una CLN de todos los vectores de un conjunto, entonces ese conjunto es LD. ],[ F ]

La aparicion de respuestas incorrectas a este item estd vinculada al desconocimiento de que el
antecedente de esta implicacion es siempre verdadero, lo que a su vez implica carencia de
comprension respecto a que el sistema homogéneo que surge de plantear una CLN genérica de
los vectores, siempre admite, al menos una soluciéon. Obviamente, tampoco resultaria verdadera
la implicacion cuyo consecuente fuera ‘ese conjunto es LI’. Una concepcidn erronea encontraria
terreno fértil en estudiantes que asocian la expresion ‘si existe una CLN’, a la existencia de
CLNNT, concluyendo que la implicacién es verdadera por cuanto el conjunto es LD. Sin
embargo, otra concepcion erronea podria llevar al alumno a una respuesta acertada. Nos
referimos a aquellos que interpretan la expresion ‘si existe una CLN’, que en la logica del
lenguaje matematico significa ‘existe por lo menos una’, como ‘existe una unica CLN’, que
asocian a la trivial, concluyendo que la implicacion es falsa por cuanto el conjunto es LI.
Nuevamente, adjudicamos esta ultima situacion a la problematica de la cuantificacion de las
proposiciones.

[c) Si existe la CLNT de todos los vectores de un conjunto, entonces ese conjunto es LI. ] ,[ F ]

Compartiendo parte del analisis anterior en tanto y en cuanto el antecedente vuelve a ser
verdadero, situacion que obliga a la inspeccion cuidadosa de la veracidad del consecuente, la
presencia de la palabra ‘trivial’ resultaria automdticamente ligada a la independencia, en las
respuestas desacertadas. Los estudiantes no incluirian la solucion trivial, entre las infinitas
soluciones de un sistema homogéneo indeterminado. En este caso entendemos que no se
presentarian aciertos, a través de razonamientos erroneos.

[d) Si existe una CLNNT de todos los vectores de un conjunto, entonces ese conjunto es LI. ] ,[ F ]
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Un anadlisis a priori nos indica que esta proposicion tiene un alto grado de aceptacion intuitiva
entre los estudiantes pues se trata de una implicacion cuyo consecuente es la negacion de una de
las implicaciones de la equivalencia que plantea la definicion (1), dada en el apartado 1V.2.3, p.
76. Ademas, refleja exactamente la operatoria que los alumnos ponen en practica para decidir si
un conjunto es LD 6 LI, y que el docente le ha transmitido, esto es, ‘si existen CLNNT’, entonces
es LD, de lo contrario, es LI.

[e) Si un conjunto de vectores es LD, entonces uno de sus vectores es multiplo de otro. ],[ F ]

Respuestas incorrectas a este item se relacionan con el encerramiento del significado de la DL a
la aparicion de vectores multiplos entre si, contrariamente al sentido global que posee. Esta tarea
estd intimamente vinculada a la siguiente.

[ 1) Si un conjunto de vectores es LI, entonces ninguno de sus vectores es multiplo de otro. ],[ \Y ]

De la misma manera que en d, se espera en este item un alto grado de acierto que,
paraddjicamente, en este caso puede provenir no solo de la correcta apropiacion de estas
nociones, sino de la concepcidn errénea con respecto a que la DL esta ligada univocamente a la
existencia de vectores multiplos de otros, asi como la IL esta vinculada a su no existencia. Esta
ultima interpretacion, en la cual un error reforzaria un acierto proviene a su vez de concebir una
implicacion logica como una equivalencia. Resumiendo, un acierto en este item, solo es
plausible, en tanto y en cuanto, se presente un acierto, también en el anterior. Un fallo en e,
acompafiado de un acierto en f, deberia ser interpretado desde el encerramiento al que aludimos
en el andlisis de e. Cualquier otra combinacion de respuestas, revela inconsistencia en el
conocimiento.

[ g) Si un conjunto de vectores es LI, entonces todo subconjunto del mismo, es LI. ],[ v ]

Una respuesta incorrecta a este item, emparentado con el siguiente pues comparten su estructura
sintactica, aunque no su valor de verdad, estd ligado a la incapacidad de efectuar el siguiente
razonamiento: “si fuera posible que un conjunto LI contuviera un subconjunto LD, existiria en
ese subconjunto, al menos un vector que es CL de los demas, por lo cual, es imposible que sea
LI”. De alli se deduce que no se ha logrado la dialéctica entre los significados de las definiciones
(4)y (9), del apartado IV.2.3, pp. 77-78, que hacen al sentido mismo de la IL.

[h) Si un conjunto de vectores es LD, entonces todo subconjunto del mismo, es LD. ],[ F ]
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La imposibilidad de aceptar que un conjunto LD pueda contener un subconjunto LI, estaria
vinculada a la idea de que si es LD, entonces ‘todos’ los vectores son CL de los restantes, y no es
posible encontrar ‘algunos’ que no lo sean, y que, en la mayoria de los casos pueda aislarse, por
ejemplo, un singulete, cuyo unico vector no sea el nulo, obteniendo asi un subconjunto LI. Este
conflicto surgiria de la no comprension de la equivalencia entre las definiciones (1) y (4) del
apartado citado. Ademas, esta concepcion resultaria contradictoria, con la que guia a los alumnos
a responder incorrectamente el item a, de lo cual se deduce que estos alumnos deberian adjudicar
distintos valores de verdad a ambas respuestas.

( A

)
i) Si a un conjunto de vectores LI se le agrega otro vector, entonces el nuevo conjunto es » F
LL
L ) ~———/
( ) ( )
) Si de un conjunto de vectores LI se quita un vector, entonces el nuevo conjunto es LI, » V
. J (. J
( 7\ —_——
k) Si de un conjunto de vectores LD se quita el unico vector que es CL de los restantes, el NRY
nuevo conjunto es LI.
- J
( 7\ D —
[) Si a un conjunto de vectores LD se le agrega un vector que no es CL de aquellos, el s F
nuevo conjunto es LI.

- J

Los cuatro items anteriores intentan explorar cuan flexibles son los conocimientos de los alumnos
en relacion con el significado de la DL e IL, esto es, si tienen bajo control y conservan la traza de
sus manipulaciones, al agregar y quitar vectores de un conjunto dado, con ciertas caracteristicas.
La idea es descubrir si en los estudiantes estd disponible el conocimiento acerca de que la IL
puede ‘perderse’ al agregar vectores, pero no al quitarlos; y puede ‘ganarse’ al quitar vectores,
pero no al agregarlos. Por otro lado, cabe aqui establecer algunos contrastes entre las respuestas,
por ejemplo, en virtud de la equivalencia de las implicaciones g y j, los alumnos deberian
adjudicarles el mismo valor de verdad a ambas.

( 7\ —
m) Si un subconjunto de V cuya dimension es 3, tiene 4 vectores, entonces ese conjunto es SV
LD.

- J

Ve N\ )
n) Si un subconjunto de V cuya dimension es 3, tiene 3 vectores, entonces ese conjunto es o F
LI —J

- J
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Estos dos ultimos items apuntan, por un lado, al conocimiento de la maximalidad del numero de
vectores LI de un EV de dimension conocida; por otro, a la observacion de la posible reduccion
de la IL, por parte de los alumnos, a la constatacion de la igualdad del nimero de vectores del
conjunto y la dimension del espacio. Esta ultima concepcion errdnea esta vinculada a la falta de
conocimiento del nimero minimo de vectores como condicidn necesaria, aunque no suficiente,
para generar un espacio de dimension conocida. Cabe recordar que las ideas de ‘generador
minimo e independiente maximo’ fueron las mas tardias en la génesis de los conceptos que
integran el Algebra Lineal.

V.1.4.3 Andlisis de los datos recogidos en las entrevistas

En primer lugar debemos dejar en claro que, si bien la entrevista comenz6 con la participacion de
los siete estudiantes, una de las seforitas solicitd permiso para retirarse luego de haber
transcurridos los primeros quince minutos. Dado que en ese lapso no tuvo participacion alguna en
la charla, s6lo quedo6 registro de su presencia en el video, no asi en el debate que transcribimos en
la seccion VIILS5, p. 165, donde, para facilitar las referencias al mismo, hemos enumerado cada
una de las intervenciones y nombrados A, B, C, D, E y F, a los seis alumnos restantes.

Solamente la primera parte de la entrevista cubri6 el espacio de mas de una hora de interaccion,
lo que impidié que sea tratada la segunda con la misma modalidad. Ante esta situacion, que fue
prevista como factible, se optd por cambiar de técnica recurriendo a la modalidad de cuestionario
cerrado, de cuyas respuestas conservamos registros escritos.

A continuacion, analizamos los datos recavados en cada una de esas partes.

Analisis de la Primera Parte

Como deciamos, la primera tarea gener6 una amplia discusion, que en gran parte oficio de puesta
en comun de algunos conceptos que servirian de base para facilitar las respuestas (2-91).

Los alumnos quedaron en libertad de contestar en el papel, en el orden en que prefirieran, los
items de la primera parte. Si bien comenzaron a escribir en la hoja provista algunas producciones
que luego transcribimos y analizamos, inmediatamente se inicié una charla que concentrd su
atencion.

A continuacion, y con el objetivo de llevar a cabo un analisis cualitativo de las concepciones y
conductas de los entrevistados, hacemos una sintesis de la evolucion del contenido del debate que
generd la resolucion de esta primera parte.
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2-25

26-28

28-35
36-91

92-94
95-271

272-276

277-375

Se procede a presentar la tarea.

Se discute y aclara qué se entiende por vectores concurrentes, término introducido por la

seflorita E.

Se discute y aclara qué se entiende por vectores colineales, término introducido por el

entrevistador, para distinguirlos de los concurrentes.

Se debate respecto a la dependencia vinculada a la colinealidad y a la concurrencia.

Se intenta que los alumnos digan que el conjunto {u,v,w} es LD, donde asoma con frecuencia

la idea de que la DL esta ligada inicamente al paralelismo.

Se sitfia a los alumnos nuevamente en la tarea.

Se discute, teniendo como partida, la produccion del alumno C que escribe en su hoja, tres

vectores de una recta en el espacio, tomando tres vectores de componentes proporcionales del

plano xy, como respuesta al item d.

95-118 El alumno C argumenta a favor del enunciado “el caso de la IL se reduce a que el
cardinal del conjunto de vectores sea igual a la dimension del espacio”

119-129  Se discute con el fin de determinar a qué item responde su propuesta.

130-194  Se debate sobre como escribir cada vector como CL de los demas.

132-146  Se discute sobre la necesidad o no de tomar, ademas de vectores en el
plano xy, vectores de componentes proporcionales. El alumno C, duda de
su teoria.

147-202  En el intento de escribir uno de los vectores como CL de los demas, se discute sobre
si es correcto decir que es CL de los restantes, ain cuando en la escritura, uno de los
vectores no aparezca, lo que no encuentra aceptacion entre los estudiantes.

175-194 Se conversa sobre la propuesta de E, respecto a usar las razones entre las
componentes para detectar un escalar. La sefiorita E entra en conflicto
con los ceros de las terceras componentes y propone eliminarlos.

203  Se decide la DL del conjunto propuesto por C.

204-250 Se indaga respecto a como resultaria si en lugar de tomar vectores multiplos entre
si, se hubieran tomado otros cualesquiera, siempre en el plano xy. El conjunto es
propuesto por el entrevistador.

204-209 El alumno C argumenta mas confiado su adhesion basandose en la regla
del paralelogramo.

210-213 Se intenta vincular estas ideas con las nociones de base y dimension, las
que parecen estar claras en los estudiantes.

214-239  Se discute sobre como puede convencerse a otra persona sobre la DL del
conjunto propuesto por el entrevistador. La sefiorita E introduce la idea de
utilizar la eliminacidon gaussiana y el determinante que luego relaciona
con el rango. Surge la imposibilidad de E de reconocer la nulidad del
determinante, por la sola existencia de una columna nula.

240-250 En el seno de la observacion de que el rango es menor que n, E afirma
que esa comparacion solo sirve para clasificar los sistemas en
determinados o indeterminados. Se discute si tiene sentido este recurso
para el analisis de la DL.

250-267 Se vuelve a analizar el conjunto propuesto por C con la intencion de que los
estudiantes, que se estan manejando en el contexto aritmético, logren identificar que
la dimension del conjunto es uno, debido a que son vectores de una recta, y que la
DL va de suyo, sin necesidad de recurrir al rango ni al determinante.

267-272  Se concluye que hasta el momento, solo se ha dado respuesta al item d.

Se comienza a pensar en como responder el item c¢. Se discute la propuesta de D, respecto a

formar un conjunto con dos multiplos y el tercero, con componentes de nimeros coprimos.

Se deja en suspenso el item ¢ para comenzar a discutir el b, por cuanto el alumno C, se

muestra muy interesado y dudoso en su respuesta a este item.
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376-419

419-425

425-435

436

277-303 Se debate sobre la duda planteada por C respecto a que, si uno es CL de otro, éste,
lo sera del primero, que no es comprendida por algunos de los otros estudiantes.
A propone usar vectores unitarios.

304-307 El alumno C propone incluir al vector nulo.

308-318 Se discute la imposibilidad de la propuesta de A, en relacion a incluir tres
vectores iguales.

319-367 Se discute la propuesta de C que consiste en incluir dos vectores canoénicos y el
vector nulo.

342-357 Se analiza la confusion de F respecto a que si se ponen ceros para
escribir al vector nulo, se tiene la CLNT y por lo tanto el conjunto seria
LL

358-367 Se trabaja en el intento de escribir los otros dos vectores como CL de
los demas.

Se retoma y discute el item c.

376-386 Se enuncia a modo de conclusion la idea de que, en estos casos, la DL de dos
vectores esta vinculada a la proporcionalidad de las componentes.

387-418 Se discute sobre como verificar que el tercer vector no es CL de los demas, y si
puede hacerse intervenir a los tres vectores. El alumno D, defiende su postura de
incluir nimeros coprimos.

404-415 Se trabaja la imposibilidad de escribir uno de los vectores como CL de
los otros dos. Se concluye que el impedimento radica en que su coeficiente es 0 'y
que no se puede dividir por 0.

Se discute el nimero de vectores LI en funcioén del numero de vectores que se pueden escribir

como CL de los demas.

Se debate sobre la construccion del conjunto para el item a.

429-435 Se intenta sin éxito, que los alumnos reconozcan como posible, ademas de
proponer la base canonica, recurrir a cualquier matriz escalonada de 3x3 para
encontrar un conjunto de tres vectores LI en R’

Se invita a los alumnos a resolver la segunda parte de la tarea en la hoja que le fue entregada

al inicio.

De la interpelacion de las intervenciones de los alumnos se revelan ciertas concepciones erroneas

que pasamos a identificar a través de la trascripcion del intervalo de la entrevista en que fueron

detectadas y, en el caso que corresponda, una reformulacion del teorema o definicion en acto que

se supone, estan utilizando. Estas concepciones oficiarian de obstaculos en la construccion de los

conceptos que estamos estudiando.

®

Teorema en acto: El caso de la independencia lineal se reduce a que el cardinal del conjunto de

vectores sea igual a la dimension de un espacio.

95.

96.
97.

98.

N

C
N
C

[Dirigiéndose a C y en relacion con lo que escribio] Con esta tercera componente 0 quiere decir
que no se mueve en el eje z, se mueve solo en xy ...

Es un vector del plano ....

Es un vector del plano ... Es cierto ... pocas veces lo representamos asi .... Pero, cambia mucho
la cosa para la tarea esta .... Necesitas que aparezca ese 0.

Lo que pasa es que yo lei en la teoria que si yo tengo ... por ejemplo en R el caso de IL se

reduce a que el cardinal del conjunto de vectores sea igual a la dimension de un espacio, por €so
yo entonces ... yo justamente le dije que son LI si estdn en distintas direcciones...
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99. N Espera... vamos a rearmar lo que dijiste porque no se si todos lo aceptan ... El dijo que la IL en
R” se reduce a tener dos vectores ...
100. C Claro
101. N De alguna manera eso es lo que dijo E hoy ...
102. C Y en R’ se reduciria a tener tres vectores ... y en R* ...
103. N ;Cualesquiera?
104. C Sicualesquiera ... creeria que menos el nulo del plano ...
105. N A ese lo quitarias .... Es el inico que nos estropea la dependencia ...
106. C Si
107. N Asi que el nulo es el tinico que nos estropea la independencia .... perdon ...

116. C Justamente por eso es que yo le habia dicho que si tengo dos vectores en R” serian LI, pero si
tengo tres, entonces el cardinal supera a la dimension, entonces uno de ellos se va a poder escribir como
CL de los otros dos.

Debido a esta concepcién, el alumno C° decide proponer un conjunto con tres vectores del plano
para provocar una DL argumentando que el cardinal del conjunto supera a la dimension, lo cual
es correcto. Sin embargo, le es imposible comprender que finalmente tiene tres vectores no nulos
de R?, y que segiin su teoria, deberian ser LI, lo que el entrevistador intenta hacer notar durante
las intervenciones 113-117. Esta situacion revela, no s6lo una concepcion errdnea, sino ademas
una inconsistencia en sus propias creencias, maxime, si se tiene en consideracion que responde
correctamente el item n de la segunda parte, vinculado casualmente a la no forzosa IL de un
conjunto de tres vectores, en un espacio de dimension tres. No se descarta, en esta ultima
eleccion, la adquisicidn de saberes durante la entrevista.

©)

Teorema en acto: La comparacion del rango con el orden de una matriz solo es eficaz en la

clasificacion de los sistemas de ecuaciones lineales, no asi, para la determinacion de la DL de
3
tres vectores de R’.

240. N Abhora, ¢l [refiriéndose a C] en un momento se pard y dijo algo de que el rango era menor que n.
En este momento, n es 3, el rango es menor que 3 en esta matriz de la que estamos hablando.
Pero ;eso es suficiente para hablar de qué? ;me permite decir algo sobre la DL también?

241. C No.

242. E No, eso es para determinar si es indeterminado o no ...

243. N Elrango lo asocian s6lo con los sistemas, con los sistemas de ecuaciones ...

244, E Parala clasificacion ...

245. N Es cierto que estan muy asociados pero ;puedo hablar de rango sin sistema, o no? ;Puedo hablar

del rango de una matriz sin que existan los sistemas?

% A pesar de esta circunstancia, puede observarse que el alumno C, es el que cuenta con el mayor niimero de
respuestas correctas en la Segunda Parte de esta experiencia.
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430. N A ver, diganme, seglin ustedes, el rango de una matriz /tiene alguna vinculaciéon con la  IL en
este caso?

431. D Si, por la definicion ... porque es el maximo nimero de vectores LI ...

432. N Y ;como lo hallan?

433, D Escalonando y contado las filas no nulas.

434, N Y esaidea ;no la podemos usar para construir este conjunto?

435. Todos [Silencio largo]

Esta creencia de la alumna E se generaliza al resto de los estudiantes. Queda en evidencia la
incapacidad de recurrir a tres vectores que formen una matriz triangular, con la finalidad de
construir un conjunto LI de tres vectores de R, lo que se interpreta como un encerramiento en el
contexto de las n-tplas y constituye un obstaculo en la construccion de la red interna del campo
conceptual de la DL. Independientemente de la definicion de rango, los alumnos no logran
visualizar que el procedimiento que realizan para escalonar una matriz, es equivalente a resolver
un sistema homogéneo para decidir la DL o IL de un conjunto de vectores del espacio R".
Entendemos que esta comprension es un puente privilegiado que les permitiria movilizar los
conocimientos a los distintos registros.

®

Teorema en acto: Toda CLNT de vectores determina un conjunto de vectores LI.

342. F Pero ... ese conjunto es LD porque tiene el vector nulo .... y poniendo todos ceros ...
tenemos la solucion trivial ...

343. N ;Solucién de qué?

344, F Esta,esla CLNT.... Y cuando eso pasa ... son LI [Algunos asienten con la cabeza].

345. N ;Vos te referis a la CLNT que surge cuando resolvemos un sistema homogéneo?

346. F Si,aesa.

347. N Y ;cuadl es el sistema que estamos resolviendo aqui? [Silencio de todos]

348. N ;Los ceros surgieron de resolver alglin sistema o los pusimos nosotros?

349. C Los pusimos nosotros.

350. N Y ... cuando decidimos que un conjunto es LI ;los ceros los ponemos nosotros?

351. C Saltan como la tinica solucion [Silencio de los demas].

Salvo el caso del participante C, que parece notar el error, esta concepcion, que también tuvo
presencia en la experiencia que se reporta en el apartado V.1.1, pp. 100-108, tiene raices en la no
comprension de la definicion (7) de la IL. La dificultad provendria de la imposibilidad de
reconocer que el consecuente de la equivalencia que conforma a tal definicion, es una
implicacion y que los ceros deberian surgir como la Unica y forzosa CLN por tratarse del
consecuente de aquella implicacion. Este obstaculo se vincula a la incongruencia semantica entre
la expresion simbolica y el lenguaje natural de la definicion citada, y que hemos descrito en el
subapartado 1V.2.3.2, p. 82, del presente trabajo.
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®

Definicién en acto: El numero de vectores LI de un conjunto, es igual a la resta entre el cardinal

del conjunto y el numero de vectores que se pueden escribir como CL de los demas.

419. N ... Les quiero preguntar, a ver qué opinan ... En este conjunto, donde hay dos que son
CL de los demas ;cuantos vectores LI hay?

420. Todos Uno

421. N Y ... donde teniamos uno solo que era CL de los demas?

422. Todos Dos.

423. N (Y ninguno?

424. Todos Tres

425. N Claro, restan ;no? Y para tres, van a decir, ninguno ;no? [asienten con la cabeza] Bueno,
ya no tenemos tiempo para trabajar esta idea ...

Nosotros no habiamos previsto indagar respecto a la posible existencia de esta creencia en los
estudiantes, que tiene un cierto vinculo con algunas respuestas incorrectas al item / de la segunda
parte de esta experiencia, sin embargo, la pregunta espontanea del entrevistador, permitid
constatar su presencia. De ello se deduce que los alumnos conciben a los vectores de un conjunto
como la reunidn de los que son LI y de los que se pueden escribir como CL de los restantes, a los
que adjudicarian la DL. Mediante esta concepcidn, nunca estarian en condiciones de admitir, por
ejemplo, que un conjunto que contiene un vector no nulo y un multiplo de éste, contiene dos
subconjuntos unitarios LI, lo que va en contra, no sélo del significado de la IL, sino también, del
rango.

Ademas, se observan en general las siguientes dificultades, de las que se indican los momentos de
la entrevista donde fueron recogidas:

o Para concebir una terna de vectores geométricos concurrentes. La idea se limita a pares de
vectores (9-13).

o Para adjudicar la DL a un conjunto de vectores y no a vectores aislados. Esta situacion queda
en evidencia en la imposibilidad de escribir “{u,v,w} es LD”, en el caso en que se trabajo
con dos vectores de R? y su suma, expresion que finalmente, fue escrita por el entrevistador, y
cuyo intento requirié mas de cincuenta intervenciones (36-91).

o Para concebir la idea de que un vector que es combinacion lineal de otro, lo es de todo el
conjunto. Es rechazada la posibilidad de incluir en la CL, a los demas vectores con escalar
cero, lo que obviamente no esta refiido con la definicion de CL (157-161), (169-178), (192-203).

o Relacionado con la observacion anterior, y una vez aceptada la idea de que un vector puede
ser escrito con coeficiente cero en una CL, pretender despejar de esa expresion, a aquel vector
(404-415).

o Escasa movilidad entre los distintos registros de representacion semidtica de la misma idea,
que se pone en evidencia cuando los alumnos dudan en decir la dimension del espacio que
generan los vectores de un conjunto, de los cuales se dijo en reiteradas ocasiones, que su
representacion se ubicaba en una recta (253-267).
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o Impedimento para reconocer que, salvo el caso del vector nulo, las CL se presentan al menos,
en parejas (285-297).

o Cierto encerramiento en las estrategias utilizadas por cada alumno. El estudiante A se siente
cémodo interpretando todo desde la nocion de base; el alumno C, desde la dimension, el D,
desde los coprimos, el B, desde los sistemas, etc..

o Otras, que se evalian como circunstanciales y no especificas del tema que se esta tratando:

oReferirse al rango fila y columna como si se trataran de ntimeros distintos (227).
o Necesidad de desarrollar por los elementos de una fila, el determinante de una matriz que
tiene una columna nula (231).
oRelacionar el rango de una matriz con el cardinal de un conjunto (248 y 252).
oProponer un conjunto con tres vectores iguales (308-318).

A continuacion se transcriben las producciones que los estudiantes dejaron escritas en el papel y a
las que adjudicamos tan s6lo una importancia relativa pues no estamos en condiciones de precisar
si responden a sus primeras intuiciones, o bien, al resultado de la interaccion que se origind casi
inmediatamente. Todas las respuestas son correctas.

Ninguno Uno Dos Tres
CL de los demas CL de los demas CL de los demas CL de los demas
u=(4,12) u=(3,10) u=(2,0,0)
v=(-2,1,8) ¥ =(=3,-1,0) v=(0,2,0)
A w=(14,1) No contesta w=(1,0,1) w=(2,2,0)
no se reconoce dos maltiplos y un dos multiplos de candnicos
estrategia canonico y su suma
ii=(1,0,3) ii=(1,2,3) -
V=(4,2.5) V=(2,4,6) 3:8%12))
B w=(3,5,4) No contesta w=(3,5,1) Vv_:(S’l’z 2)
1o s¢ reconoce dos r‘nultlp los’y un tres vectores colineales
estrategia coprimo

c | 00,010,000}
base candnica

{(1,0,0),(0,1,0),0,0,0)}
dos canonicos y el

{2.2,2),(-4,-4,-4),(1,2.3)}

dos multiplos y un

{(2.5,6),(-4,-10,-12),(1,5/2,3)}
tres vectores colineales

nulo ‘coprimo’
u=(123 u=(1,23 -
v =E4,5,7)) V= E2,4,6)) ﬁf%’i’?
D Ww=(9,3,8) No contesta w=(5,7,) va_—(( 4 8’1)2)
no se reconioce dos mﬁlﬁp los y un tres Vect(_)re; ;olineales
estrategia ‘coprimo’
ii=(1,2,3)
v=(2,5,4)
E w=(1,4,3) No contesta No contesta No contesta
no se reconoce
estrategia
(0.10), 0.0.), 0.0.0)} {1,4,2),(2,8,4),(3,1,5)} {1,2,0),(2,4,0),(-1,-2,0)}
F No contesta dos canr:)lﬁlocos yel dos multiplos y un vectores colineales del
‘coprimo’ plano xy
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Pareciera no estar presente la idea de conjunto, o al menos, le restan importancia. S6lo dos
alumnos encerraron los vectores entre llaves, mostrando evidencias que son conscientes de que
estan construyendo un conjunto, tal como indica la consigna. Este hecho no se desvincula a lo
acontecido durante la entrevista en relacion con la imposibilidad de los estudiantes de escribir
“fu,v,w} es LD”, y que se menciond mas arriba. Asimismo, vuelve a confirmarse el diagnostico
respecto a que los estudiantes no logran construir el lazo entre la DL en R" y el proceso de
escalonamiento de una matriz, pues salta a la vista que ningiin alumno utiliz6 como estrategia,
proponer en el item a los vectores fila de una matriz triangular diferente de la candnica.

Tal como surgi6 en el grupo de expertos el item b fue el que presentdé mas dificultad a los
participantes por cuanto es necesario y suficiente incluir el vector nulo para responderlo
correctamente. Incluso, sorprendi6o al entrevistador que uno de los alumnos (C en 304) haya
introducido la idea, que luego generd una proficua discusion para el presente trabajo, pero que no
fue suficiente para convencer a sus compaiieros (s6lo dos respondieron este item).

Por ultimo, sentimos la obligacion de admitir que durante el transcurso de la entrevista, como
bien puede apreciar el lector, no hemos sido inmunes a rupturas del contrato didactico a través de
la aparicion de los efectos Topaze, Jourdain, etc., que hemos descrito en la seccion /1.4, p. 19, del
presente trabajo, y que entendemos, no afectan a nuestras conclusiones.

Analisis de la Segunda Parte

Con el objeto de interpretar los resultados de esta experiencia, que consistidé en un cuestionario
cerrado® y de opcion verdadero-falso, llevaremos a cabo un analisis de caracter cualitativo.

En primer lugar, transcribimos en el cuadro que sigue, las respuestas correctas de cada una de las
preguntas y las opciones elegidas por cada uno de los seis estudiantes. Las referencias que
permiten la lectura del cuadro son:

PR: Preguntas 0:  Respuesta incorrecta
AL: Alumnos 1:  Respuesta correcta

[]

RC: Respuestas Correctas
V: Verdadero
F: Falso

Respuesta ausente
Frecuencia de éxito por alumno

i

- -
.

Frecuencia de éxito por pregunta

% El cambio obligado de estrategia nos privé de evaluar las justificaciones de cada una de las respuestas, sin
embargo, entendemos que la informacion recavada es suficiente para extraer conclusiones relevantes.
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PRabcdefghijklmnTa
ALCFFFFFVVFFVVFVF
VIV| V| F |V |V F|V|F | F |V | V|V|F
A 1to|,o 0| 1|0 1|00 |1 0|10/ 1/1]6
V|/F|V|F |V | V|F|V F|V|F|V|F |V
B o 1|01 01|00 1, 1/0/]0/]0 0]3Ss
V|V V| F|F|V|F F|F|F V| F|V|F
c yolojo | 1|1 |10 1, 10 /|1 |1 |1 1}09
VI V| V|F|F |  V|F|V F | V| V| F| |V
D Jo|o o1 1|10 |0 1|11 /1|0 07
F F | F |V |V |V V|V vV |V
E |1 /0|01 1| 1]1]0 1|1 1 o} 8
F |V |V F|V|F |V F|F |V F
F 1,00 0 11,001 o110 0}]°6
T, |2/t 0|54/ 6|11 5 3|5 3 3 2

Por comodidad, acomodamos los datos de esta grilla en 6 vectores de dimension 14.

a b ¢c d e f g h i j k I m n

_—_0 O O O
— O O
—_— = = e
S = O O O O
S = =0 = O
—_— e = O
—_—0 = = O O

SO OO — O
(==l el ==
[
S OO = OO
—_—O = = = =
S = O = O =
S oo = O =
AN 0 3 O L AN

MO QW

21 0 5 4 6 115 3 5 3 3 2

Como parte de nuestro andlisis, y de acuerdo a los datos que surgen de esta matriz, observamos
que el numero promedio de respuestas correctas por alumno es aproximadamente 6,8 lo que
equivale a poco menos del 50% del total de preguntas. Si bien este porcentaje supera al de los
aciertos alcanzados en la experiencia que se reporta en el apartado V.1.1, pp. 100-108, no deja de
ser desalentador. El grafico que sigue, permite visualizar este escaso rendimiento al que
aludimos.
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Frecuencia de respuestas correctas por alumno

14

frecuencia

S N A~ O 0 O

A B C D E F

alumnos

Con el animo de no caer en repeticiones tediosas, invitamos al lector a revisar los significados
que hemos asignado a las repuestas incorrectas, en oportunidad de realizar el analisis previo de
las tareas propuestas en esta segunda parte de la experiencia, en el subapartado V.1.4.2, p. 121-
125. Es por ello que a continuacion, en lugar de referirnos a cada una de aquellas
interpretaciones, centramos nuestra atencion en observaciones puntuales o globales que, por una
u otra razon que explicitaremos, nos parece pertinente explorar. Una de estas cuestiones es, por
ejemplo, conocer qué pregunta tuvo menor frecuencia de acierto, y cudl, la mayor. Con este
objetivo, mostramos en el grafico que sigue los casos de éxito, segun la pregunta de que se trate.

Frecuencia de respuestas correctas segun la pregunta

6 p
5 4
4
frecuencia 3-
2 i
1 4
O,A

abcdefghijkI!mn

pregunta

Como puede observarse, la pregunta ¢ no fue respondida correctamente por ninguno de los
entrevistados (frecuencia 0); y la f, correctamente por todos (frecuencia 6), tal como lo habiamos
anticipado. Es por ello que suponemos que estos alumnos habrian construido una congruencia
semantica erronea entre la palabra trivial y la independencia lineal, asi como una congruencia
pertinente, entre la independencia lineal y la no existencia de multiplos.
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No queda otra opcion que interpretar que, en el caso de la pregunta ¢, estos estudiantes no
incluirian la solucién trivial entre las infinitas soluciones de un sistema homogéneo
indeterminado, particionando las soluciones posibles en dos conjuntos disjuntos, por un lado, la
trivial; por otro, las no triviales. Esta concepcion constituye un fuerte obstaculo para comprender
la necesidad de distinguir si se trata o no, de la tinica solucion, tal como expresa la definicién de
la IL.

No obstante a que la elevada frecuencia de respuestas correctas en el item d (5) resulta apreciable,
entendemos que este resultado debe ser contrastado con la frecuencia 0 del item c. Esta situacion
refuerza el planteo desarrollado en el parrafo anterior acerca de que los estudiantes asocian, en
cualquier contexto, la palabra ‘trivial’ a la ‘independencia’, y las palabras ‘no trivial’, a la
‘dependencia’.

También adelantamos que un acierto en f, solo es plausible, si se presenta un acierto en e (C, D, E
y F), y un fallo en e, acompafiado de un acierto en f, deberia ser interpretado desde el
encerramiento de la DL unicamente en la existencia de multiplos (A y B). No se presentan otras
combinaciones inconsistentes en estos items.

También es interesante destacar que la mitad de los alumnos (A, C y D) responden
incorrectamente las tres primeras preguntas (a, b y ¢) y que, si los consideramos a todos ellos, las
respuestas correctas a estos items alcanzan tan solo al 16,6%. Estos resultados abonan la idea de
la ausencia de comprension de las definiciones de la DL e IL. En particular, la dificultad estaria
vinculada a la nocion de CL, tanto trivial como no trivial.

Asimismo, atento a que un s6lo estudiante contestd correctamente el item b (B), es poco probable
que se hayan presentado aciertos a través de razonamientos erroneos, tal como anticipamos su
posible ocurrencia, en el andlisis a priori.

Por otra parte, habiamos supuesto que de existir consistencia en sus concepciones erroneas, los
estudiantes no deberian responder incorrectamente y a la vez, las preguntas a y h. Esta
‘coherencia’ se verifica en la mitad de los casos.

Es preocupante el hecho de que sélo un alumno esté convencido de que un conjunto LI no puede
contener un subconjunto LD; y que s6lo un alumno, distinto de aquel, esté persuadido de que un
conjunto LD puede contener un subconjunto LI. Nos estamos refiriendo a las respuestas dadas en
los items g y 4, respectivamente.

Asimismo, por cuestiones de coherencia, las respuestas a los items g y j, debian coincidir en su
valor de verdad, situacion que se presenta en cuatro casos.

Visto la frecuencia de respuestas correctas (5, 3, 5y 3) a los items i, j, k y /, respectivamente,
pareciera estar clara, en los estudiantes, la idea de que la IL puede ‘perderse’ al agregar un vector
y puede ‘ganarse’ al quitarlo (frecuencia 5 en ambos); pero no tan clara la nocidén de que no
puede ‘perderse’ al quitar un vector, ni ‘ganarse’ al agregarlo (frecuencia 3 en ambos).
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Por ultimo, con relacion al rendimiento en las respuestas de los items m y n, la mitad de los
alumnos parece desconocer, por una parte, la vinculacion entre la dimension de un EV y el
maximo nimero de vectores independientes; y por otra, que no es suficiente que el cardinal de un
conjunto de vectores, coincida con la dimension, para afirmar que el conjunto es LI.

Otro aspecto que nos interesd explorar es la similitud entre las respuestas de los distintos
alumnos, ya sean correctas o no, lo que llevamos a cabo a través del software CHIC
(Classification Hierarchique Implicative et Cohésitive) Méthode d’analyse implicative des donnés
de Régis Gras: IRESTE Nantes. Version 3.1 (Demo), que proporciona una clasificacion
jerarquica, implicativa y cohesitiva a partir de los datos introducidos.

En lugar de estudiar la similitud entre las preguntas propuestas, nos hemos centrado en el
comportamiento de los estudiantes, con el fin de conocer como se distribuyen sus modos de
pensamiento. A pesar de que el nimero de alumnos entrevistados se considera pequefio para este
tipo de andlisis, el diagrama de semejanza que arroja el software, muestra como aquellos son
agrupados en base a la similitud de sus elecciones.

Indice de similitud Arbol de similitud

A B C D E F
1.00 0.72 0.86 0.72 0.62 0.61 s ¢ ¢ @ © N
072 1.00 045 083 053 046 |

0.86 045 1.00 0.76 0.47 0.72
0.72 083 0.76 1.00 0.69 0.88
0.62 053 047 0.69 1.00 0.72
0.61 046 0.72 088 0.62 1.00
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Clasificacion por
niveles
Clasificacion a nivel : 1 : (D F) similitud: 0.875893
. (A C) similitud: 0.862383
: (B (D F)) similitud: 0.686593
: (A C) E) similitud: 0.385877

: (A C) E) (B (D F))) similitud: 0.0848414

Clasificacion a nivel :
Clasificacion a nivel :
Clasificacion a nivel :

wm B W N =

Clasificacion a nivel :

Estos niveles de similitud nos permiten afirmar, por ejemplo, que los estudiantes D y F
comparten el 88% de sus concepciones, de la misma manera que los alumnos A y C, a pesar de la
diferencia considerable en sus rendimientos, lo hacen en un 86%, mientras el nivel de similitud
conjunta, esto es, de los seis alumnos, es de tan solo el 8%. Estos resultados nos proporcionan
evidencias sobre la existencia de ciertos patrones de respuestas, y a la vez, de ciertas divergencias
vinculadas a las interpretaciones dadas en la Parte 2 de este subapartado.
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Capitulo VI

Conclusiones

Creemos oportuno recordar que en el trabajo que hemos abordado no establecimos mas que una
sola hipotesis, esta es: “Existen obstaculos en la construccion de los conceptos de dependencia e

independencia lineal de vectores en alumnos de primer ario de la UNNE”.

Los distintos capitulos que estructuran esta tesis han conformado una base, suficientemente
robusta, que nos permite sostener, tanto la pertinencia de nuestra tarea, como la autenticidad de
aquella unica afirmacion que nos hemos aventurado a formular al comienzo de nuestra labor.

Es por ello que en este capitulo intentamos resumir las razones de atascamiento que hemos
encontrado en el proceso de construccion de los conceptos citados, organizados de tal modo que
permitan al lector seguir el rastro de las bases en que se fundamentan.

Asimismo, solicitamos nos dispensen algunas reiteraciones forzosas que seguramente haremos,
con el fin de destacar los resultados mas relevantes.

VI.1 De los antecedentes historicos y de investigacion

» Del andlisis historico-epistemologico, desarrollado en la seccion [II1.1, pp. 30-44, se
desprende que la construccion y organizacion de las ideas que estructuran el Algebra Lineal
no fue ni rapida, ni sencilla, ni lineal. Lo mas notable es que, en el transcurrir del tiempo
hasta alcanzar la unificacion y generalizacion en el siglo XIX, “el mismo autor podia usar la
misma idea dos veces (en términos de la teoria del AL) en contextos diferentes, sin notar la
semejanza de los métodos.” (Dorier, 1995a, p. 254).

Este lento proceso que unifico las ideas de linealidad, que han penetrado cada rama de la
Matematica, en particular la geometria y los determinantes, muestra como aquella teoria fue
el resultado de una sintesis de estas dos y que luego se extendio a n-uplas y matrices.

Aquella unificacion y esta sintesis, que insumi6 dos siglos a los matematicos, no constituyen
logros faciles de conseguir por parte de nuestros alumnos de primer afo.

Las nociones de DL e IL alcanzan su status actual, luego de nacer -al parecer de la mano del
‘accidente’ de Euler-, al corazén de los sistemas lineales y atravesar todos los Espacios
Vectoriales (p. 31). No es casual que la invarianza del rango (p. 32) y las ideas de ‘generador
minimo e independiente méaximo’, que constituyen el lazo entre los conceptos de DL y
generador (p. 51), fueran la mas esquivas en la génesis que se ha descrito. Estos momentos de
estancamiento, estas causas de inercia son las que configuran, claramente, un obstaculo
epistemologico intrinseco al concepto que los estudiantes deberan enfrentar (pp. 12-15).
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De las investigaciones en ensefianza y aprendizaje del Algebra Lineal, analizadas en la
seccion [11.2, pp. 44-58, no surgen enunciados esperanzadores. Al respecto, no deja de
impactarnos la cita (an6nima) en Leron et al. (1995, p. 1): “La ensehanza del algebra
abstracta es un desastre, y esto permanece verdadero casi independientemente de la calidad de
las conferencias.”. A esta afirmacién los autores agregan, “estamos de acuerdo” para,
seguidamente, dejarnos algunas expresiones mas alentadoras.

Salvo algunas excepciones, los investigadores han analizado las dificultades generales que
presenta el aprendizaje, y por lo tanto la ensefianza, del AL. Sé6lo unos pocos se han dedicado
a topicos especificos como el que nos ocupa, sin embargo, la mayoria coincide en que se trata
de las nociones mas complejas y escurridizas para asir.

En general, la preocupacion se ve centrada en el formalismo y la generalizacion que es
intrinseca al Algebra Lineal (pp. 45, 47). Las grandes discusiones estan vinculadas a la
conveniencia o no de la reduccién de los topicos en un primer curso de la universidad (pp. 48,
54, 55, 56); a como se encara la entrada a ese estudio (pp. 45-57); a que los primeros
acercamientos deberian convencer a los alumnos sobre la ganancia que obtendrdn —en el
sentido de posibilitar resolver problemas nuevos- al desafiar el estudio de semejante ‘bateria’
de definiciones y conceptos (pp. 47, 48, 53, 54). Todos coinciden en la dificultad que plantea
la diversidad de representaciones, lenguajes, modos de pensamiento, ajustes, puntos de vista,
etc., que han quedado abarcados por el término de ‘flexibilidad cognitiva’.

Respecto al enfoque que sugieren para un primer curso de AL, no podemos dejar de sefialar
una aparente contradiccidon, no solamente entre distintos investigadores, sino, a veces, en un
mismo autor. Por una parte se insiste en que el abordaje de un tema tan abstracto, como lo es
el de Espacio Vectorial, deberia asentarse en una base intuitiva solida. Sin embargo, no se
deja de advertir el peligro del encerramiento en un contexto geométrico, por ejemplo, los
vectores en el plano y en el espacio, o en el contexto algebraico de la n-Gplas de R”, que
consideran dificilmente generalizables a los espacios de los polinomios, matrices o funciones.

Por otro lado, se percibe con fuerza la relevancia que otorgan a la introduccion de lenguajes
computacionales para favorecer la apropiacion de los conceptos del AL, muy particularmente
los que constituyen el objeto de nuestro trabajo (pp. 47, 57, 58).

A modo de sintesis, en términos generales, y sin arriesgar ningun tipo de clasificacion, los
obstaculos que citan los investigadores como mas significantes son: el formalismo y la
generalizacion; la gran cantidad de nuevas definiciones; la inmadurez de los estudiantes; la
falta de conexion entre los nuevos y viejos conceptos; el trabajo de un concepto en diferentes
ajustes; la escasa movilidad entre los registros; el escaso tiempo; el manejo erratico de la
cuantificacion, la logica y la teoria de conjuntos; la incongruencia semantica de las
definiciones con el lenguaje natural; el encerramiento en la retdrica ‘definicional’; el no
hallazgo de una ‘situacion fundamental del concepto’; la imposibilidad de concebir a la teoria
toda, como una herramienta eficaz para resolver nuevos problemas.
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VI.2 De la transposicion y contratos didacticos

Del estudio de los antecedentes de la Dependencia Lineal en el Nivel Medio que hemos
llevado a cabo en el apartado IV.1.1, pp. 59-65, se deduce que esta nocion no es tratada en
esos términos en las aulas de educacion secundaria.

Sin embargo, encontramos y describimos ciertas aproximaciones no explicitas al concepto,
tales como la dependencia presente en situaciones de la vida cotidiana, en las funciones
lineales, en los vectores geométricos (por analogia, en los niimeros complejos) y en los
sistemas de ecuaciones lineales. Prueba de que estos objetos matematicos no son percibidos
bajo la mirada de la dependencia lineal es, por ejemplo, el hecho de que en la Universidad,
los estudiantes s6lo puedan interpretar como errores propios, a los resultados que arrojan los
sistemas que hemos llamado ‘impertinentes’ (pp. 63-65), tales como las expresiones 0=0 y
0/0.

Esta ausencia justifica suficientemente las palabras de Dorier cuando expresa que los alumnos
tienen la sensacion de haber desembarcado en un nuevo plantea, no encuentran conexién con
lo que ellos ya saben en matemadtica y no pueden encontrar su camino en este nuevo mundo

(p. 47).

Entendemos que las situaciones que hemos mencionado, y muy particularmente, el trabajo
con los vectores geométricos y los sistemas lineales, podrian constituirse en eficaces
mediadores entre lo conocido y lo nuevo, siempre y cuando se haya construido ese vinculo en
el Nivel Medio y retomado en el Nivel Superior.

Del analisis del escenario diddctico montado alrededor de la DL en la UNNE surge que, si
nos referimos Unicamente a una reorganizacion temporal y lineal de los temas que abarcan el
topico de los Espacios Vectoriales, que no es ciertamente el objetivo especifico de la
Matematica Educativa, cualquier ordenamiento que se sugiera contiene nodos de conflicto
cognitivo inherentes al concepto, esto es, su funcidon unificadora, globalizadora y
generalizadora, que ha sido sefialado como uno de los obstaculos epistemoldgicos en las
secciones II1.1 y II1.2 de este trabajo ;Por qué esperar que a nuestros alumnos les resulte un
salto cognitivo facil de superar?

Al tratarse de una idea globalizadora, es forzosamente compleja, y la primera pregunta que
surge es ;qué es lo que globaliza? Se supone que retne, bajo el techo de un conjunto de
axiomas, a todos los conjuntos que los verifican, pero, ;/se conocian previamente €sos
conjuntos? La respuesta también es complicada, pues nos vemos tentados de responder a la
vez, si y no. Se conocian algunos de los conjuntos que finalmente cubrira ese techo, pero no
todos, menos aln, bajo esa nueva mirada. Lo que cambia fundamentalmente los procesos de
pensamiento es la mirada. Verse obligado a observar aspectos nuevos de un viejo concepto
matematico, no deja de ser una cuestion de cuidado, pero, se supone, que mas complejo
resulta tener que observar aspectos nuevos en nuevos objetos.
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Desde una perspectiva institucional, la situacion que acabamos de describir configura la
transposicion y contrato didacticos que de estos topicos se percibe en la UNNE (pp. 65-72).
Los vectores geométricos, las funciones y los polinomios son trabajados operativamente en la
escuela media e incluso, los dos ultimos, en los primeros temas de la asignatura que incluye
los temas de espacios vectoriales en la universidad; las n-tuplas, las matrices y los vectores
geométricos se presentan como ejemplos de estas nuevas estructuras, para mas tarde
estudiarlos mas profundamente, y en otros aspectos.

Esta organizacion didactica, que se replica con leves diferencias en la mayoria de las
universidades del pais, no es azarosa ni arbitraria, responde a una soluciéon de compromiso
que, desde un enfoque institucional, hace de estos contenidos una secuencia relativamente
comoda y ordenada. Las funciones, los polinomios y los nimeros complejos, que proveen
mucha matematica rica para ‘hacer’ y no requieren de los conceptos de EV para ser
comprendidos, se trabajan con anterioridad; las matrices, los determinantes y los sistemas de
ecuaciones lineales, cuya presentacion se ve facilitada cuando los alumnos cuentan con las
ideas ‘globalizadas’, se tratan mas tarde; y entre estos dos grandes grupos de contenidos,
oficiando de mediador suficientemente comprensible, hacen su aparicion las n-tuplas de reales
(pp. 66-68).

Decimos que se trata de una solucién de compromiso pues pretende colocarse en el centro de
dos situaciones extremas: 1) la que entra de lleno con la generalizacion, que es econdmica,
por cuanto requiere definir una sola vez todos las conceptos comunes de los espacios
vectoriales y sus propiedades, para luego trabajar los ejemplos; 2) la que estudia los objetos
matematicos, prescindiendo del concepto de vector algebraico, pero que posee la gran
desventaja de requerir, para cada uno de los objetos, la tediosa repeticion de las definiciones y
propiedades que le son comunes, a riesgo de que la semejanza no sea percibida, tal como
sucedi6 a los matematicos (pp. 43, 137).

Ambos enfoques presentan nodos de conflicto cognitivo. En el primero, los ejemplos pierden
su rol de clarificadores, pues se tratan de nuevas teorias a desarrollar, con sus nuevas
definiciones, simbolos, representaciones, operatoria especifica y los ejemplos de los ejemplos
de los ejemplos. Es asi que comienza un tramo de la ensefianza que se debate entre las
cuestiones generales de los espacios vectoriales y las cuestiones particulares de los
‘ejemplos’, que ha sido sefalado por los investigadores del tema, como uno de los obstaculos
epistemologicos intrinseco al concepto de EV (p. 54). En el segundo enfoque, ademas de
resultar antieconomico, la misma repeticion de las ideas, como la nocion de DL, en tan
diferentes contextos y distanciadas en el tiempo, paraddjicamente, puede hacer que aparezcan
ante los alumnos como inconexas. Pareciera no existir salida de este circulo vicioso; sin
embargo, a nuestro humilde entender, nos encontramos ante el obstaculo mas relevante al que
se enfrentan los estudiantes, pero a la vez, ante el mejor ejemplo de la necesidad de la no
linealidad de la ensefianza y de una genuina reconstruccion de la obra matematica que nos
ocupa.
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Por otro lado, y con relacién a los cursos previos de 16gica matematica y teoria de conjuntos
que reclamarian los docentes, sobre los que reporta Dorier (p. 46), queremos puntualizar que
aquellos contenidos ocupan las dos primeras unidades, en el curso que hemos tomado como
objeto de analisis, y sin embargo, ya nos fue posible observar su escaso beneficio al analizar
los resultados de las experiencias descriptas en los subapartados V.1.1.1, pp. 100-108,
V.1.4.3, pp. 125-136.

» Del andalisis de los libros de texto obrantes en la biblioteca de la FACENA, y que hemos
presentado en el subapartado IV.1.2.2, pp. 70-72, surge que sus autores, en consonancia con
las reflexiones realizadas en el punto que precede y también con las opiniones de los
investigadores, no son ajenos a las grandes controversias que genera la decision respecto del
lugar que debe ocupar el estudio de los Espacios Vectoriales. Esta situacion se torna evidente
al observar las multiples y diferentes formas de organizar los contenidos previos y posteriores
a su desarrollo, algunos de los cuales guarda similitud con la secuenciacion y temporalizacion
puesta en marcha en la catedra testigo que hemos analizado (pp. 65-68).

Paraddjicamente, no se observan novedades en cuanto a las definiciones de la DL e IL que, a
lo sumo, aparecen permutadas; no obstante, las disparidades que sefialamos precedentemente,
le imprimen a estos conceptos sentidos bien diferentes.

Asimismo, como ya lo anticipamos, a pesar del amplio campo conceptual que abarcan las
ideas que hemos trabajado (pp. 83-88), los libros de texto presentan escasas situaciones
extramatematicas y tareas a realizar con ordenador.

VI.3 De las consideraciones matematicas y didacticas

» La estructura del cuerpo de definiciones de CL, DL e IL, que hemos analizado en el apartado
IV.2.3, pp. 76-83, constituiria el obstaculo mas relevante del tema que hemos trabajado. La
mayoria de las confusiones provendrian de la falta de comprension de las condiciones “sélo

b 1Y

necesarias”, “solo suficientes” y de las condiciones “necesarias y suficientes”.

El hecho de que las definiciones mas operativas, (1) de la DL y (7) de la IL, sean casualmente
las menos diddcticas, coloca en serios aprietos a nuestros estudiantes, que a la sazon, se
caracterizan por tener un manejo erratico del Algebra y de la Logica.

También hicimos hincapié en la importancia, y a la vez, en la dificultad de construir una
transicion viable entre las definiciones (1) y (4), por un lado, y (7) y (9), por otro. A propo6sito
de la definicion (4), recordemos aqui algunos de sus nodos de conflicto:

La expresion “al menos uno” cumple una funcion limitadora, pues significa uno o mas, acaso todos,
pero no necesariamente “fodos”; pero la expresion “los restantes” no tiene el mismo estatus, porque se
la puede reemplazar por el término “todos”, aunque sea suficiente chequear con los restantes.
(Perciben estas diferencias nuestros alumnos? ;Cudl es el montaje didactico que favorece tal

comprension? (p. 80).
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No estamos en condiciones de afirmar que todos los estudiantes comprenden que la expresion
“los restantes” puede ser reemplazada por “fodos”, pero si hemos tenido contacto con

61
”7, error que los conduce

alumnos que interpretan a la expresion “al menos uno” como “todos
a afirmar, mediante una negacion correcta®, que un conjunto es LI, cuando encuentran un
primer vector que no es CL de los restantes®. Obviamente, estos obstaculos estan vinculados

a las dificultades que derivan de la cuantificacion de proposiciones.

Las incongruencias semanticas, entre el lenguaje natural y el simbolico, de las definiciones de
la DL e IL descriptas (pp. 81-83), colaboran con la ya abultada confusion reinante.

Para continuar con el escenario de dificultades, deberiamos agregar la que plantea la casi
‘inaceptable’ definicion del concepto de ‘vector’ como ‘todo elemento de un espacio
vectorial’, viéndose ademas, el alumno, impedido de visualizar a la mayoria de los vectores,
con la clasica ‘flecha de los indios’ a la que estaba acostumbrado.

Del analisis del campo conceptual actual de la DL en la UNNE, que llevamos a cabo en el
apartado IV.2.4, pp. 83-88, surge claramente su complejidad.

El conjunto de situaciones que aquel concepto permite resolver y cuyo tratamiento implica la
aparicion de maultiples definiciones, esquemas, conceptos, teoremas, representaciones
lingtiisticas y simbolicas, en estrecha relacion entre si, conforman un entretejido mayusculo,
que se torna fragil cuando el montaje didactico no es el adecuado y los estudiantes no logran
hacerlo suyo.

Basta recordar que, a partir de la simple proposicion “Sea 4 ={v,v....,va} un conjunto de n

vectores de R" tal que A es LD”, hemos logrado escribir una docena de equivalencias que
atraviesan otros tantos objetos matematicos (p. 86).

Las praxeologias matemdticas que construimos en el apartado IV.2.5, pp. 89-98, para las
Tareas A y B, que luego conformaron uno de los cuestionarios de la parte experimental que
se les ofrecid a los alumnos, avalan nuestras afirmaciones de los dos parrafos anteriores, en
el sentido de que permiten ‘ver funcionando’ aquella marafia de definiciones, esquemas,
conceptos, teoremas, etc. No es despreciable el hecho de que existan cinco técnicas para
resolver la Tarea A y ocho, para la Tarea B, teniendo en cuenta su extrema simplicidad.

6! Segin este reemplazo, una version falsa de la definicion (4) de la DL resulta “Un conjunto de vectores es LD si, y

solo si, fodos los vectores son combinacion lineal de los restantes”

2 /. .7 .7 - ey . .
62 Seguin esta negacion, una version falsa de la definicion (7) de la IL resulta “Un conjunto de vectores es LI si, y
solo si, al menos uno de los vectores no es combinacion lineal de los restantes”.

63 La operatoria que surge de esta falsa definicién contradice claramente a la definicion (9) que afirma: “Un conjunto

de vectores es LI si, y solo si, ninguno de sus vectores puede expresarse como CL de los demas”
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VI.4 De las dificultades, creencias y concepciones de los docentes

* Con respecto a la experiencia llevada a cabo con docentes del Nivel Medio, y sobre la que se
reporta en el apartado V.1.2, pp. 108-112, ya hemos manifestado la preocupacion que
despierta el hecho de que solo el 40% de los profesores encuestados muestran poseer el saber
especifico que consiste en inventar un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, de modo
que resulte indeterminado. El horizonte es mas desalentador atn, cuando reflexionamos
acerca de que la actividad propuesta involucra al concepto de dependencia lineal de vectores
en el mas sencillo de los contextos, el de la proporcionalidad de las ecuaciones.

Si bien, la situacion es alarmante, no deberia sorprendernos. Esos docentes no han trabajado
estas ideas cuando fueron alumnos del Nivel Medio, en consonancia con el contrato didactico
subyacente en nuestra comunidad educativa, mediante el cual, los problemas que se proponen
en las aulas, tienen siempre solucién y esta solucidon es unica. En consecuencia, tampoco
gestionan estas nociones al momento de ser docentes en dicho nivel, respetando, obviamente,
el mismo contrato. Solo el recuerdo leve de haber trabajado estos conceptos en el Nivel
Terciario o Superior, no ha sido suficiente.

* De la entrevista que involucra a docentes del Nivel Superior, cuyos resultados se describen en
el apartado V.1.3, pp.112-117, se desprende que la mayoria de los docentes otorgan
importancia a los conceptos de DL e IL, en la formacion matematica de los estudiantes, por

(13

“su caracter intrinseco e invariante”; por “el grado de abstraccion que exige”; por “sus
(13

aplicaciones a otras ciencias”; porque “favorece el uso de distintos registros”; por “su
universalidad”; como “herramienta de trabajo”.

Con relacion a las estrategias, casi todos los docentes utilizan como base los espacios
euclideos para alcanzar la idea de vector algebraico; algunos recurren ademas, a los sistemas
lineales, a problemas contextualizados y a metaforas. Salvo el caso de los alumnos de carreras
en Matematica, los porcentajes de estudiantes que logran comprender los conceptos, segin
reportan sus docentes, varia entre 10% y 50%. En general consideran escasa la carga horaria
que deben dedicarle a estos temas.

Los docentes adjudican a diversas causas las dificultades con las que tropiezan sus alumnos:
“confunden las nociones de DL e IL; “no poseen los conocimientos previos necesarios”; “se
aferran a las definiciones”; no intentan otras técnicas’; “la formalizacion”; la “abstraccion”; el
lenguaje simbolico; “la falta de dedicacion”. Un docente preocupado por el orden de los
contenidos, se pregunta: ;jhay que dar los sistemas, antes o después que los espacios

vectoriales?

Acerca de qué pueden afirmar los docentes, a partir de conocer que un conjunto de n vectores
es LD, se percibe en algunas respuestas la misma dificultad que presentan los estudiantes,
esto es, el encerramiento en el EV de las n-tiplas, y en este contexto, en la DL ligada a la
proporcionalidad de las componentes.
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VI.5 De las dificultades, creencias y concepciones de los alumnos

En el ultimo parrafo de la seccion V1.1, p. 137, de estas conclusiones hemos sintetizado los
obstaculos mas relevantes que surgieron del analisis de la génesis histérica de los conceptos y de
la investigaciones en ensefianza del Algebra Lineal. Luego, expusimos las limitaciones de los
conocimientos de base que el Nivel Medio brinda a los alumnos que ingresan a la Universidad y
las dificultades que plantea el escenario didactico que se presenta en la UNNE. Mds tarde
describimos la complejidad que presupone el manejo de las definiciones centrales y su campo
conceptual. Por ultimo, tomamos contacto con los saberes, opiniones y concepciones de los
docentes de ambos niveles. En esta seccidon queremos resumir los resultados de las experiencias
realizadas con los alumnos de FaCENA obrantes en V.1.1, pp. 100-108 y V.1.4, pp. 117-136, y
que dan cuenta de los obstidculos que enfrentan los alumnos al tratar con el tema de la
dependencia e independencia lineal, como asi también de sus creencias y concepciones.

Existen situaciones en las que los docentes tomamos conciencia de forma inmediata que el
estudiante se encuentra totalmente perdido en el manejo de algin concepto o conjunto de
conceptos. Estas circunstancias son facilmente observables cuando el alumno utiliza el lenguaje
apropiado de modo inapropiado, esto es, cuando hace recaer ciertos calificativos en objetos
matematicos equivocados. Por ejemplo, en una de las respuestas de la Tarea B (p. 103), se
percibe que los alumnos construyen una asociacion entre la palabra TRIVIAL® y la palabra
INDEPENDENCIA; ademds saben que en el andlisis hacen su aparicion SISTEMAS de
ecuaciones lineales HOMOGENEOS. La yuxtaposicion de estas palabras da por resultado la
respuesta: “pues el SISTEMA es HOMOGENEO INDEPENDIENTE TRIVIAL” donde se nota
una asignacion correcta del calificativo ‘homogéneo’ al ‘sistema’, y otras dos incorrectas, de
‘independiente’ y ‘trivial’ que, como se sabe, recaen en el ‘conjunto de vectores’ y en la
‘solucion del sistema’, respectivamente (V.1.1.3, p. 104). En este mismo subapartado y en modo
analogo, podemos analizar una de las respuestas de la Tarea A donde puede verse la rareza: “las
combinaciones lineales independientes son todas cero”. Estas situaciones, a las que podriamos
denominar ‘manotones de ahogado’, son claros momentos en que el alumno simula utilizar el
lenguaje de un experto, mostrando que atn no lo es.

Algunas de las creencias y concepciones erroneas de los estudiantes, que hemos recogido a lo
largo de las experiencias con relacion a los conceptos de dependencia e independencia lineal, son:

o El caso de la independencia lineal se reduce a observar que el cardinal del conjunto de
vectores sea igual a la dimension del espacio.
o La demostracion de que un vector no es combinacion lineal de otros dos, se reduce a:
= verificar que de la suma de éstos, no resulta el primero;
* imponer un par de escalares arbitrarios y observar que la combinacion lineal de esos
vectores, con esos escalares, no da por resultado el primer vector;

64 Estamos evitando aqui, deliberadamente, el analisis respecto a si la solucion trivial es la inica solucion, hecho
indispensable para decidir la DL o IL.
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= observar que ninguno de los dos vectores es multiplo del primero.
o La demostracion de que un conjunto de dos vectores es linealmente independiente, se reduce
a:
= exhibir la combinacion lineal nula trivial;
= obtener la expresion 0=0, luego de plantear una combinacién lineal nula genérica de los
vectores;
o El nimero de vectores linealmente independientes de un conjunto, es igual a la resta entre el
cardinal del conjunto y el numero de vectores que se pueden escribir como CL de los demas.
o A partir de un conjunto de vectores linealmente dependiente, no puede obtenerse, un conjunto
linealmente independiente.
La independencia lineal puede ‘perderse’ al quitar vectores de un conjunto.
o Laindependencia lineal puede ‘ganarse’ al agregar vectores en un conjunto.
Un conjunto linealmente independiente puede contener un subconjunto linealmente
dependiente.
o Un conjunto LD no puede contener un subconjunto LI.
La comparacion del rango con el orden de una matriz sé6lo es eficaz en la clasificacion de los
sistemas de ecuaciones lineales, no asi, para la determinacion de la DL, del conjunto de los
vectores fila o columna de la matriz.

o Laidea de la concurrencia de vectores geométricos, se limita a dos vectores y no mas.

Entre los obstaculos mas relevantes se encuentran:

La dialéctica entre lo general y lo particular.

o Encerramiento en el uso de las definiciones de DL e IL como tnica herramienta posible.
Impedimento para reconocer que, salvo el caso del vector nulo, las CLs se presentan al
menos, en parejas.

o La escasa flexibilidad cognitiva entre las ideas del campo conceptual descrito y entre los
distintos registros de representacion semiotica.

o Resistencia a aceptar la idea de que la dependencia e independencia lineal son caracteristicas
excluyentes de los conjuntos de vectores.

o La no inclusion de la solucion trivial entre las infinitas soluciones de un sistema homogéneo
indeterminado.

o No lograr concebir la idea de que un vector que es combinacion lineal de otro, lo es del
conjunto de vectores.

o Rechazar la posibilidad de incluir en las combinaciones lineales, algun vector con coeficiente
nulo.
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VI.6 De las implicancias didacticas y posibles prolongaciones

* Nosotros somos concientes de que las implicancias didacticas del trabajo que hemos
desarrollado son bien limitadas, en el sentido de que no proponemos aqui soluciones a los
conflictos que sefialamos.

Tan s6lo hemos pretendido dirigir una mirada reflexiva, que nos permita mostrar a la
comunidad educativa la complejidad de los conceptos matematicos que estudiamos, a la vez
que probamos que la dificultad de su apropiacion no permanece a nivel del discurso, ni de la
retdrica, sino que conforman fuertes conflictos cognitivos en nuestros estudiantes.

De haber logrado, en el lector, esa toma de conciencia a la que aludimos, habremos
conseguido nuestro tnico proposito.

* En cuanto a las posibles prolongaciones de este trabajo entendemos que resta mucho por
hacer. Algunas de esas cuestiones exceden los objetivos que nos hemos propuesto en un
principio; otras, han surgido tardiamente como interesantes para investigar, a medida que
avanzabamos en nuestra labor.

Entre las primeras, se encuentra, obviamente, el disefio de un conjunto de situaciones que
garantice suficientemente la comprension de los conceptos que hemos tratado, esto es, una
ingenieria didactica, quizd compuesta de varias “estrategias entretejidas y a largo plazo”
como sugiere Dorier (pp. 49, 50), y con las dudas que implique su posible reproducibilidad en
otros sistemas didacticos, tal como reportan Lezama y Farfan (p. 99).

Entre las restantes tareas, podemos sefialar como pendiente, la obligaciéon de confirmar
empiricamente y con un fundamento tedrico que las enmarque, ciertas afirmaciones que
responden mas bien a hipotesis que se generan a nivel de intuicion docente, que a
experiencias didacticas propiamente dichas, por ejemplo:

o Probar que los alumnos no asociarian el algoritmo que permite el escalonamiento de una
matriz, ya sea con el proposito de hallar su rango, su determinante, su inversa o en el seno
de la resolucion de los sistemas lineales, a la aplicacion de las definiciones de
dependencia o independencia lineal, en cualquiera de sus versiones, ni tampoco al
concepto de combinacion lineal.

Veamos un ejemplo:

1 2 3 1 2 3
4 5 6|=r|4 5 6] loquesebasaen que:(-1).(1,2,3) + 2.(4,5,6)=(7,8,9),
7 8 9 0 0 0

que también es equivalente a: (—1).(1,2,3) + 2.(4,5,6)H-1).(7,8,9) = (0,0,0)  identidad que
muestra claramente una CLNNT de los tres vectores fila de la matriz dada, hecho que nos
conduce a concluir que el conjunto {(1,2,3);(4,5,6);(7,8,9)} es LD; que el rango de aquella

matriz es menor que 3; que su determinante es 0, que la matriz no es inversible; que su forma
canonica no es la identidad, y que de tratarse de la matriz principal de un sistema de ecuaciones
lineales, ese sistema resultaria incompatible o compatible indeterminado.
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No obstante, si continuamos con el escalonamiento, podemos obtener:

1 23 1 2 3 1 2 3
4 5 6|=r]4 5 6|=r|0 3 6| loquesebasaenque:
7 8 9 0 0 0 0 0 0

4.(1,2,3) +(-1).(4,5,6)=(0,3,6) , que es suficiente para afirmar que el rango de la matriz es 2, en

virtud de la propiedad que expresa que ‘“‘en toda matriz escalonada, el rango es el numero de
filas no nulas de dicha matriz”, propiedad que, rara vez se demuestra en clase. La asociacion a la
que nos estamos refiriendo puede construirse al plantear la ecuacion:

a.(1,2,3) + B.(4,5,6)=(0,0,0) , de lo que resulta que a.=0 A B=0 y por lo tanto, el conjunto

{(1,2,3);(4,5,6)} es LI; en consecuencia el rango de la matriz es 2, etc.

En el escenario didactico de la UNNE, la construccion de estas vinculaciones queda a
cargo del alumno.

o Investigar ;cudl es la asociacion que construyen los estudiantes entre el cardinal del
conjunto solucién de un sistema de ecuaciones lineales y la dependencia e independencia
lineal?

Como es sabido, un conjunto de vectores tiene s6lo dos posibilidades excluyentes entre si,
es LD o LI. Por otro lado, el cardinal del conjunto solucidon de un sistema de ecuaciones
lineales, tiene tres posibilidades: 0, 1 6 o. Es bien cierto que al aplicar la definicion (1) de
la DL, se presentan sistemas homogéneos que son siempre compatibles, y por lo tanto,
aquellos cardinales posibles se reducen a dos: 1 6 o, que se corresponden univocamente
con la IL y la DL. Sin embargo, en muchas oportunidades, la DL surge como
consecuencia de aplicar la definicion (4), a través del planteo de un sistema de ecuaciones
que resulta tener solucion Unica.

Veamos un ejemplo:

La técnica A3 para resolver la Tarea A (;el vector (-3,2) es combinacion lineal de los vectores
(0,1) y (3,2)?), que se presento en el apartado IV.2.5, pp. 93, consiste en plantear la ecuacion:

a, (0.)+a, (3.2) = (-3.2) =(0,a))+(Bay.2a,) = (-3,2) = (Bay.a;+2ay) = (-32) ==

3612 =-3 (12 =-1 _ _
{a1+2a2:2 = {al :4 = 4(0’1)+( 1)(3’2)_( 372)’

de lo cual se deduce que la afirmacion es verdadera. Pero, haciendo uso de la definicion (4),
también se deduce que el conjunto {(O,l);(3,2);(—3,2)} es LD. Esta dependencia ha surgido del

planteo de un sistema compatible determinado, contrariamente a lo que hemos afirmado mas
arriba.

Esta situacion no logra confundir a un experto que esta seguro que una CLN genérica de
aquellos vectores, deriva en un sistema homogéneo con infinitas soluciones pero, (no
queda una duda razonable y no explicita en el alumno? ;comprende la diferencia? En esta
posible confusion, ;a qué asocian los estudiantes la incompatibilidad de un sistema? ;no
puede verse inclinado a establecer una triple y falsa biyeccién que genere una tercera
opcion, mas alla de la Dl e IL?
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Nosotros no hemos aplicado ningun dispositivo que permita responder con certeza estas
preguntas pero, en algunas respuestas de los alumnos, en las experiencias que llevamos a
cabo, intuimos posibles confusiones de la naturaleza que sefialamos.

o Investigar los esquemas mentales que los estudiantes construyen, desde el concepto de
independencia lineal para alcanzar los conceptos de generador, base y dimension o
viceversa, segun la organizacion de contenidos que se haya puesto en practica.

Conocer estos esquemas, facilitaria, por ejemplo, la construccion del andamiaje necesario
para comprender las ideas de ‘generador minimo e independiente maximo’, que como ya
hemos visto, fueron tardias, incluso entre los matematicos (pp. 137).

o Explorar las bondades de un acercamiento geométrico al Algebra Lineal en el entorno
Cabri, en comparacion con un acercamiento aritmético, centrado en la construccion de los
conceptos de vector, dependencia lineal y transformaciones lineales, tal como sugieren
Dreyfus, Hillel. & Sierpinska (1998, pp. 209-221) en ‘Cabri-based Linear Algebra’,
articulo citado en el apartado II1.2.5, p. 55. Este soft, permitiria una introduccion
geométrica y exploratoria de nociones como la linealidad, la no linealidad, las
transformaciones y los autovectores®.

o Investigar, en general, la potencialidad del uso de ordenadores con lenguajes
computacionales especificos que cooperen en la construccion de las nociones que
componen el Algebra Lineal.

Si hoy tuviéramos que elegir el pensamiento que interpreta al nuestro de la mejor manera, con
relacion a la problematica que hemos planteado en esta tesis, con todos los interrogantes,
titubeos, incertidumbres y vacilaciones, sin lugar a dudas, nuestra eleccion recaeria en:

Las presentaciones estandares de los espacios vectoriales, es decir, aquellas que arrancan con un listado
de sus axiomas y terminan con la diagonalizacion de operadores lineales, a menudo sigue una practica
que se limita a tareas de tipo algoritmico en las que los estudiantes tienen ‘éxito’, por ejemplo, en
encontrar la forma reducida de una matriz con el método de Jordan, o la resolucion de sistemas de la
ecuaciones lineales, pero tienen severas dificultades para comprender las nociones de dependencia lineal,
generadores, o subespacios complementarios. En palabras de Chevallard (1991, pp. 67-68, en Dorier,
2000a, p. 33) esta algoritmizacion es una respuesta clasica cuando el objeto de ensefianza aparece como
demasiado novedoso. Pero, paradéjicamente, las cuestiones que el alumno aprende a resolver, son
casualmente aquellas que ya sabia resolver, quiza con otros métodos, y sin necesidad de sumergirse en
“la inmensa bateria de los espacios vectoriales”. Esta situacion, a la que denomina ‘el obstaculo del
formalismo’, conduce irremediablemente al autor, y por qué no decirlo, también a nosotros, a la pregunta
(hay que desechar la ensefianza de la Teoria de los Espacios Vectoriales en primer afio de la universidad
y esperar a que la necesidad aparezca en los estudiantes? A pesar de ello, muchas personas encuentran
importante su inclusion desde el inicio de los estudios universitarios (Dorier, 2002, pp. 876-877).

Esperamos que a través de este trabajo, el lector logre percibir un primer paso, nuestro primer
paso, “para encontrar el camino hacia una ensefianza de calidad” como una ‘meta digna’ a la que
alude Cowen (1997), pensamiento que guioé en todo momento nuestra labor.

% Al momento de finalizar esta tesis, nos encontramos encarando este nuevo proyecto.
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Después de todo .....
como le explicariamos a la abuela qué es la dependencia lineal?

Podriamos comenzar diciendo que

“Es como una enfermedad contagiosa e incurable, salvo por extirpacion.
Afecta a ciertas familias, cuyos integrantes tienen por finalidad brindar
informacion codificada con respecto a otra familia todavia mas grande, cuando
alguno de ellos provee informacion equivalente a la de los demds; es decir,
cuando los datos que nos ofrece, pueden deducirse a partir de los otros -algo

parecido a un chisme repetido que nos dice lo mismo con otras palabras-.

Estos integrantes, cuya sola presencia provoca la enfermedad, se caracterizan
‘ h) ‘e . > r .

porque se los puede ‘preparar’ tomando como ‘ingredientes’ basicos a los

restantes, similar a la forma en que se elabora una ‘torta’, o sea, ‘dos tazas de

esto’, mds ‘tres tazas de aquello’, etc.

Eso si, existe un integrante que, si bien parece mudo, siempre esta enfermo y
contagia al resto. Si alguna familia lo contiene, no hay que buscar ningun otro
sintoma, esa familia esta enferma, sin duda alguna.

Segun la cantidad de integrantes que tenga la familia, a veces la enfermedad
provoca la falta de informacion, y por consiguiente, solo se conoce una parte
de la familia grande. En otros casos, si la informacion es sobreabundante, y
por lo tanto, redundante, no se presenta este problema, siempre que ‘alcance’
para conocer a la familia grande, pero aquella situacion provoca que los
integrantes puedan ser nombrados de muchas maneras. Para que tengan una
identidad propia y unica, la misma para toda la gente, la cantidad de
informacion —integrantes-, sin ‘reiteraciones’, tiene que ser la ‘justa y
necesaria’ para cada familia grande.

En fin, las familias sanas no estin a salvo de posibles contagios si se les
agrega integrantes, pero las enfermas, a veces contienen subfamilias libres de
infeccion.

A proposito ..., por si te interesa saber abuela ..., a los integrantes de las
familias se los suele llamar ‘vectores’; a las familias ‘conjuntos’; a las familias
grandes ‘espacios vectoriales’; a las tortas, ‘combinaciones lineales’; a la
cantidad de tazas, ‘coeficientes de la combinacion’; al vector siempre enfermo,
‘vector nulo’; a la informacion justa y necesaria, ‘base’; a la cantidad de los
integrantes de la base, ‘dimension’; a las familias cuya informacion alcanza,
enfermas o no, ‘generador’; a la enfermedad, ‘dependencia lineal’, a la
ausencia de enfermedad, ‘independencia lineal’.
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Capitulo VIII
Apéndices

VIIl.1 Enunciado de las preguntas propuestas a alumnos de la FaCENA

PREGUNTA A
Establecer la verdad o falsedad de la siguiente afirmacion, justificando la respuesta:

El vector (-3,2) es combinacion lineal de los vectores (0,1) y (3,2)

PREGUNTA B
Establecer la verdad o falsedad de la siguiente afirmacion, justificando la respuesta:

Los vectores (3,-2) y (-3/2,1) son linealmente independientes
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VIIl.2 Enunciado del problema propuesto a Profesores de Nivel Medio

Un espia sabe que en cierto aeropuerto secreto hay estacionados 60 aviones, entre cazas y
bombarderos. Hay un tipo de cohete que es transportado por ambas clases de aviones; el caza
porta seis de esos cohetes y el bombardero s6lo dos. El agente sabe que con 250 cohetes
quedaron pertrechados por completo todos los aviones que se hallan en el aecropuerto. Ademas, se
entera que en esa base el nimero de aviones caza es el doble del nimero de bombarderos.

a) Calcule el nimero de aviones caza y bombarderos que hay en el aeropuerto o bien demuestre
que la informacién del agente debe ser incorrecta, ya que es inconsistente.

b) Si la informacion resultd inconsistente, modifiquela de manera tal que:
1) pueda determinarse con certeza el nimero de aviones de cada tipo;
11) sea imposible afirmar con certeza el nimero de aviones caza y bombardero pues solamente
se obtienen algunas cantidades posibles de aviones de cada tipo que pudieran estar
estacionados en el aeropuerto.
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VIll.3 Guidén de la entrevista realizada Profesores de la UNNE

Apellido y Nombres

Facultad 6 Instituto

Cargo y Dedicacion

Asignatura

Carrera/s para las que se imparte

Matricula Estudiantil de su Grupo

Régimen de Cursado y Ubicacion Curr [§ Anual ICuatrimestral Iro | 2do ITrimestral Iro | 2do | 3ro

Tipo de Clases que Imparte Teoricas Practicas Teor-Prac

Modalidad de la clases Expositivas Trabajo en grupos Mixta

Carga Horaria Semanal Presencial Teodrica: Practica: Tedr-Prac:

Indique los topicos que se tratan
antes y después del tema
“Espacios Vectoriales”

Indique, en orden, los items que
integran el tema “Espacios
Vectoriales”

(Cree UD. que son importantes,
en la formacion matematica de
sus alumnos, las ideas de
Dependencia e Independencia
lineal de Vectores? ;Por qué?
(Qué estrategias de ensefianza
utiliza para transmitir las
nociones de Combinacion,
Dependencia e Independencia
lineal? Brinde ejemplos,
metaforas, ejercicios, etc...
(Qué porcentaje aproximado de
alumnos de su grupo considera
UD. que logran apropiarse de
los conceptos de Dependencia e
Independencia lineal?

. ; Cuantas horas de clase .
(Cuantas horas de clase L . . (Considera UD.
le dedica a las nociones

le dedica al desarrollo que son

del tema “Espacios s Dependep cla e suficientes? ;Por
T Independencia lineal de .
Vectoriales™? qué?

vectores”?

A su criterio jcuales son las
dificultades que encuentran sus
alumnos en la construccion de
las nociones de Dependencia e
Independencia lineal de
vectores?

Describa todo lo que UD. puede
afirmar a partir de conocer que
un conjunto de n vectores es
linealmente dependiente.
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VIll.4 Guion de la entrevista realizada a alumnos de la FaCENA
Referencias de las abreviaturas utilizadas en las consignas:

CL: Combinacioén Lineal

CLN: Combinacién Lineal Nula

CLNT: Combinacion Lineal Nula Trivial
CLNNT: Combinacién Lineal Nula no Trivial
LD: Linealmente Dependiente

LI: Linealmente Independiente

V: Espacio Vectorial

Parte 1

Escriba 4 conjuntos de 3 vectores de R® en los cuales exactamente ninguno, 1, 2 y 3 vectores,
respectivamente, sean CL de los demas.

Parte 2
Investigue si son verdaderas o falsas las siguientes implicaciones:

a) Sien un conjunto de vectores, uno de ellos no es CL de otros, entonces el conjunto es LI.

b) Si existe una CLN de todos los vectores de un conjunto, entonces ese conjunto es LD.

c) Siexiste la CLNT de todos los vectores de un conjunto, entonces ese conjunto es LI.

d) Si existe una CLNNT de todos los vectores de un conjunto, entonces ese conjunto es LI.

e) Siun conjunto de vectores es LD, entonces uno de sus vectores es multiplo de otro.

f) Siun conjunto de vectores es LI, entonces ninguno de sus vectores es multiplo de otro.

g) Siun conjunto de vectores es LI, entonces todo subconjunto del mismo, es LI.

h) Siun conjunto de vectores es LD, entonces todo subconjunto del mismo, es LD.

1) Siaun conjunto de vectores LI se le agrega otro vector, entonces el nuevo conjunto es LI.

j) Side un conjunto de vectores LI se quita un vector, entonces el nuevo conjunto es LI.

k) Si de un conjunto de vectores LD se quita el inico vector que es CL de los restantes, el nuevo
conjunto es LI

1) Si a un conjunto de vectores LD se le agrega un vector que no es CL de aquellos, el nuevo
conjunto es LI.

m) Si un subconjunto de V cuya dimension es 3, tiene 4 vectores, entonces ese conjunto es LD.

n) Siun subconjunto de V cuya dimension es 3, tiene 3 vectores, entonces ese conjunto es LI.
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VIII.5 Trascripcion de la entrevista realizada a alumnos de FaCENA

Alumnos: A,B,C,D, E, F
Entrevistador: N

1.

10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

22.

N

= 2z z = Zz = z =

=]

=

Z P 2Z2EPp2Z2WTOEHCTZ

Yo traje para charlar con ustedes algunas tareas para pensar y resolver. No s6lo me interesa
saber como la resuelven, sino también, por qué la resuelven de esa manera. Por lo tanto, después
de ver lo que hacen, me gustaria charlar con ustedes justamente para analizar qué los condujo a
resolver de ese modo la situacion. Les voy a dar una hoja a cada uno, donde estan escritas las
tareas, pero ademas la transcribi en este cartel bien grande para que la podamos ver todos.
Como pueden ver, la primera dice: “Escriba 4 conjuntos de 3 vectores de R’ en los cuales
exactamente ninguno, 1, 2 o 3 vectores respectivamente, sean CL de los demas.” ;Se
entiende?... Es decir, que lo que se pide son cuatro conjuntos que tienen caracteristicas
especiales que tienen que ver con cuantos vectores son combinacion de los demas. Me gustarian
que contesten atras de la hoja, pero también que charlemos un ratito al respecto.

[una de las estudiantes se apresura y sin mencionar a qué parte de la tarea se esta refiriendo,
interviene]

Tienen que ser concurrentes.

Me esta surgiendo la duda respecto a qué entienden por concurrentes ... por vectores
concurrentes, veo que usan mucho el término, pero a lo mejor no estamos hablando de lo
mismo.

Cuando no estan consecutivos ... cuando no son paralelos ...

Por lo que yo recuerdo ... bueno, esos términos quiza no se definen en este tema de los espacios
vectoriales pero, rectas concurrentes son rectas que se cortan en un punto /le estan dando ese
sentido?

(Puedo escribir aca? [muestra la hoja que le proporcionamos]

Si jcomo no! O si no, mejor escribilo por favor en el pizarron asi podemos ver todos qué
entendés por vectores concurrentes.

[dibuja tres vectores en el plano que tienen en comun sus origenes]

Bueno (cuales serian los vectores concurrentes para vos ahi?

Estos serian los concurrentes [sefiala los vectores de arriba y del medio] éste con éste [sefiala
nuevamente esos vectores] y éste con éste [sefiala los vectores del medio y de abajo].

No, para mi éste es concurrente con €ste [sefala los vectores de los extremos] y el otro seria la
suma.

Estos serian concurrentes a este otro [sefiala primero los vectores de los extremos y luego el del
medio].

jAh!... esa es la idea de concurrencia que tienen...

No, este es concurrente con este, y ahi la suma de estos es el otro...

Claro y después la suma de estos daria este digamos... son dependientes ...

El otro, el tercero...

[Parece querer decir algo pero no lo hace]

(Esa es la misma idea que tenés vos? [dirigiéndose a B que no contesta]

La suma entre los dos, pero cada uno de los vectores.

La suma entre éste y éste daria éste [sefialando primero a los de los extremos y luego al central]
iAha! Ahi intentaste aplicar la regla del paralelogramo que no salié6 muy bien pero...

A mi me confunde porque puede ser que cada vector est¢ multiplicado por una constante
también, porque ella los alargd después ....

Esa es la idea que parece querer transmitir E cuando estird los vectores ... la presencia de
escalares ;no es cierto? eso a todos pareciera quedarles claro. Quiere decir que la idea de
concurrencia es la misma que yo dije recién de las rectas... la idea es que tienen un tnico punto
en comun, en este caso concurren los tres en el origen... entonces estaba bien, pero no sé si es la
misma idea que tenia B...
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23.
24.
25.
26.

27.
28.

29.

30.
31.

32.

33.
34.
35.

36.
37.

38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.

51.
52.
53.
54.

55.
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Si

(Era esa?

Si

(Porqué insisto con esta pregunta? porque en un momento dudé si no estaban hablando de
vectores colineales ...... ;es lomismo? ....... {Qué entienden por vectores colineales ustedes?
Que se encuentran en la misma recta.

Que estan sobre la misma recta jAha! .... esos son vectores colineales y a veces hablan de
paralelos...... bien .... pero ;que decias vos [dirigiéndose a E] en relacion con esto porque dijiste

algo de la dependencia ...

Claro porque yo se que en R?, por ejemplo, cuando son paralelos son linealmente....., uno
depende del otro ....

jAhal.

Y cuando son concurrentes, cuando son dos vectores concurrentes, ese es el unico que es
independiente, ahora cuando son 3 vectores si son dependientes.

(Entienden lo que quiere decir ella? ... jsi le pusiéramos letras! ... Ayudanos poniéndole letras,
asi podemos referirnos a ellos, ponele letras a los que llamaste concurrentes y letra al que
supuestamente es la suma.

Este seria el vector u, este v, y este seria la suma, w. Entonces seria utv=w.

Lo que ella dijo .... [C interrumpe]

Creo que lo que quiso decir es que si no ocupan la misma recta, entonces son LI, es decir u es LI
respecto a v, pero w es LD respectoauyav.

jAha!... hablando de ‘conjunto LD’ ;como podriamos expresar eso? [Silencio]

Ahi ahora hay tres vectores... En general hacemos abuso del lenguaje y decimos "los vectores
fulanito de tal son LD" pero la definicion habla de "el conjunto de vectores fulanito de tal es LD
si y solo si pasa tal cosa ..." ;jno es cierto? En este caso que ella estd mostrando ;como lo
deberiamos decir?

Que la componente va a ser proporcional

Eso es cuando son paralelos

jAha! pero aca, en esta configuracion ;quiénes serian LD?

uyv...

LD es cuando son paralelos.

.Y aca hay algan par de vectores paralelos?

No

Sin embargo ella hablo de una DL.

Pero... w porque, digamos la suma y la multiplicacion por un escalar da w

No, uy v son independientes, porque éste [sefiala a w] depende de los dos.

jAha! ella dice, afirma con total certeza que u 'y v son independientes.

Si

El que estropea, digamos, la independencia es la aparicion de w, porque aca D dice que de
alguna manera los vectores u y v estan multiplicados por escalares y la suma de esos productos
da w.

Claro y esa es la CL

Eso es una combinacion ...

Porque w se puede escribir como una CL deuy v.

Exactamente, si yo pienso que u estd multiplicado por un uno ;no es cierto? es como que tanto u
como v se los puede pensar como multiplicados por uno, aunque ella dibujé unos vectores mas
pequefios que parecen indicar que estuvieron multiplicados por otros escalares, pero pensemos
que no estan, es decir, ahi lo que esta diciendo es que w es una vez u mas una vez v, y los
escalares estan igualmente presentes y de alguna manera aparece la CL, pero.... siuy v son LI
(quiénes son los dependientes?

Los que se pueden escribir como combinacion lineal de uy v.

CAPITULO VIII 166



56.

57.

58.

59.
60.
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Y en términos de conjuntos no lo podemos expresar, capaz no es muy importante lo que estoy
diciendo...

Y bueno eso, el conjunto de vectores que se puede escribir como CL de u y v, es decir, tal que
existan los escalares que multiplicados a u y a v, y sumados luego de la multiplicacion ...
digamos ... eh ... den como resultado otro vector.

Claro, pero en este caso que tenemos en la pizarra, pareciera que solamente w es combinacion
de los demas, quiere decir que la respuesta a mi pregunta ;quiénes son los que son LD?....
Pero...

Pareciera que la respuesta es decir w.

No precisamente w, porque puede ser que... o0 sea ... sobre la misma recta exista un vector mas
largo que ya no va a ser w.

Claro, no, por supuesto, me puedo inventar cualquier otro vector sobre la misma recta donde
esta w pero ;/no pensando en otro vector sino en estos tres?

Si

La DL ¢a quién se la adjudicamos?

Aw.

;Y entonces ....?7

O sea w es independiente pero a causa de que uy v se pueden escribir como CL digamos ...
Pero ahi yo no... no me esta cerrando el concepto pero... a mi, por lo que estudié de esto, algo
me dice que u, w, y v, los tres son CL, o sea uno puede ser CL de los otros dos.

Pero como escribirias eso para comunicarlo [silencio]

Esa afirmacion ...

Cualquiera de los tres vectores puede ser escrito como combinacion lineal de los otros dos.

Y respecto a la dependencia y no a la CL ;como lo dirias? lo acabas de decir ... faltaria
escribirlo ... hace un momento lo dijiste.... ;qué dijo é1? ;escucharon lo que dijo?

Si, que los tres siguen siendo CL ....

(Como se entiende eso? no me refiero a que cada uno es una CL de los otros, porque eso es una
cosa interesante que da la impresion que pocas veces se trabaja, pero asi como escribo w igual a
u mas v, puedo escribir a u 'y aparece una CL y puedo despejar v, y aparece también la otra, van
a aparecer unos escalares -1 (no es cierto?... al trasponer, claro, pero me preocupa que no
puedan .... eh ... digamos que A se acercd mucho, tal vez tampoco sea muy importante, pero el
hecho de que no lo puedan decir, también es importante ... el dijo los tres son ... ;cOmo se
escribe eso? para eso no hay mas que evocar de alguna manera la definicién de la DL ;como
arranca la definicion de la dependencia lineal de vectores? ;alguien la reacuerda?

"Sea V un espacio vectorial, se dice que un conjunto de vectores .......

Estas hablando de un conjunto de vectores ... es decir quedo en el aire pero, ¢l [A] dijo en un
momento "los tres...” /pero te animas a escribir eso? ;como se escribe eso?

Relacionando ...

Dale, dale, escribi ...

Los tres

Lo que dijiste verbalmente escribilo simbolicamente ..... [toma la tiza pero se queda sentado] ...
[risas de todos]

iNi siquiera empezamos con uno de los items de la tarea!

Relacionando lo que a mi me dice, es que si los tres se pueden escribir ... el conjunto de estos
tres vectores, uno se puede escribir como CL de los otros dos....

Cada uno de ellos

Cada uno de ellos, entonces son LD los tres.

Si, y ¢como se escribe eso? [Silencio]

(Relacionado con la definicion? [Silencio]

Y... entonces si los tres son LD, uno de ellos se puede escribir como CL de los otros dos.
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Vos ves la necesidad de escribir, para poder transmitir la dependencia ... insistir con que cada
uno es CL de los otros, es decir, esa es la manera tuya de ver la dependencia ... es cierto que de
ahi arrancamos ... porque la sefiorita escribié6 w =u+v....y ahora conversando ... mas bien que lo
dije yo ... pero yo creo que era porque todos lo estaban pensando ... que podemos despejar u 'y
v, eso es cierto. En esta situacion cada uno es combinacion lineal de los otros ... eso esta
cerrado ... ahora ;cémo se transmite la idea para poder decir que hay alguna cuestion de DL? es
u? jes v? jes w? json los tres? ;son dos de ellos? ;como se dice?

Si uno se puede escribir como CL de los otros, entonces todos son LD.

Claro y ;como se escribe eso?.....[risas de todos] ... asi ... escribiendo las palabras...

Es muy gracioso .... digamos .... ;{no se puede escribir asi? [Escribe en el pizarron {u,v,w} es
LD] ... {No acabamos de decir que la definicion de DL aludia a un conjunto? ;no arrancaste
diciendo [dirigiéndose a C] "un conjunto de vectores es LD si y solo si..."? y (por qué entonces
en la respuesta cuesta decir que este conjunto es LD? ... ‘el conjunto de los tres’ y en este caso
es LD porque cada uno de ellos es CL de los restantes, ahora la pregunta es ;que tiene que ver
con este ejercicio? [Silencio]

(Siempre sucede que todos son CL de los restantes como en este caso? La consigna esta apunta
a algo mas finito ... en un momento no quiero ninguno, en otro momento s6lo uno, en otro
momento dos, y en otro tres ... Quedamos que éste es un caso donde los tres son CL de los
restantes ... y estariamos en la situacion del ultimo caso ... aunque nos fuimos al plano y
nosotros estabamos en el espacio. Bueno, con esta introduccion, se animan a escribir ahora,
atras de la hoja, los conjuntos, no importa el orden.

(El primero?

En el orden que prefieran, digamos ... Hay algunos que se pueden sentir mas comodos haciendo
el ultimo primero .... como estd haciendo A [los alumnos escriben en la hoja y el entrevistador
mira algunas de las producciones] [Se retira la séptima participante] 15 min

[Dirigiéndose a C y en relacion con lo que escribio] Con esta tercera componente 0 quiere decir
que no se mueve en el eje z, se mueve sodlo en xy ...

Es un vector del plano ....

Es un vector del plano ... Es cierto ... pocas veces lo representamos asi .... Pero, cambia mucho
la cosa para la tarea esta .... Necesitas que aparezca ese 0.

Lo que pasa es que yo lei en la teoria que si yo tengo ... por ejemplo en R?, el caso de IL se
reduce a que el cardinal del conjunto de vectores sea igual a la dimension de un espacio, por eso
yo entonces ... yo justamente le dije que son LI si estan en distintas direcciones...

Espera... vamos a rearmar lo que dijiste porque no se si todos lo aceptan ... El dijo que la IL en
R? se reduce a tener dos vectores ...

Claro

De alguna manera eso es lo que dijo E hoy ...

Y en R® se reduciria a tener tres vectores ... y en R* ...

(Cualesquiera?

Si cualesquiera ... creeria que menos el nulo del plano ...

A ese lo quitarias .... Es el Ginico que nos estropea la dependencia ...

Si

Asi que el nulo es el tnico que nos estropea la independencia .... perdon ...

Si, por eso yo le preguntaba si puedo escribir .... si hacer valer la tercera componente cero se
reduciria a tener un vector en R?, entonces yo tendria tres vectores en R” basicamente ...

(Le pondrias cero a los tres?

Claro, a los tres. Reduzco la tercera componente a cero, entonces tendria tres vectores en R%.

Y podrias usar esa propiedad que recién dijiste.

Seria mayor el cardinal ....

Pero tendriamos tres, no tendriamos dos .... Ese es el problema ....
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Lo que yo pienso es que si recurro al plano, de alguna forma meto el plano al espacio ... no deja
de ser espacio [todos asienten] no deja de moverse en el espacio si se mueve en un solo plano.
Si, claro, lo que pasa es que también puedo considerar que es un vector que se mueve en el
plano xy ... Pero, respecto a lo que el decia, no deja de tener tres vectores aunque le ponga cero
a la ultima componente ... Son tres vectores de R* ... los podés pensar como tres vectores de
R? del plano xy ... ;pero qué hacemos con que son tres vectores de R*?

Justamente por eso es que yo le habia dicho que si tengo dos vectores en R* serian LI, pero si
tengo tres, entonces el cardinal supera a la dimension, entonces uno de ellos se va a poder
escribir como CL de los otros dos.

Jamas lo hubiera esperado ... qué interesante para analizar.... Yo te soy sincera, deberia pensar
un poco mas cual es el esquema de razonamiento ... entiendo ... vos querés reducir, a partir de
poner coordenadas ceros en el eje z, pensarlos todos como vectores del plano Xy, pero siguen
siendo tres, y segun tu teoria, deberian ser LI, por lo tanto ;qué conclusion sacarias de alli?

Y que si .... Digamos si ....

Digamos.... ;A qué responderia de estos tres ... cuatro items?

A que a mi me resultaria mas facil escribirlos como CL ....

(Pero a cual responderia de estos items, al primero, al segundo ....?

Alultimo .... Si, al ultimo .... Que los tres son CL ... que los tres sean LD.

(Podés pasar y escribir un conjunto de esos tres vectores para que todos estemos seguros de qué
estabamos hablando

El se refiere al ultimo del 2 ....

El pretende con este procedimiento contestar .... el de tres aparentemente ....

En el caso que todos sean LD.

(El de tres?

Si con tres vectores LD [mientras escribe R*={(2,4,0),(-2,-4,0),(1,2,0)]

Que los tres sean CL .... es decir, el ultimo ... Esperemos que los escriba para poderlos
identificar realmente.

Independientemente de tu razonamiento, de pensar esto como vectores del plano xy, que no me
parece nada malo jno? porque son vectores del plano xy, los tres ;cémo podrias probar que
cada uno de ellos es CL de los demas? .... ;cada uno no? ... porque estamos pretendiendo
responder el ultimo item.

Escribiendo cada uno como CL ... es decir ... escribiendo a éste [sefiala el primero de los
vectores] como CL de estos dos [sefialando los dos tltimos]

Pero de solo verlo ;ja vos se te ocurre como escribirlo? Porque a lo mejor escribiste cosas al
azar, probablemente .... Aunque no parecen tan al azar [volviendo a mirar lo que escribid y
dirigiéndose al resto de los estudiantes] eligié nimeros muy particulares ademas ...

Son los mas faciles, por eso ....

A ver ... un momento ... jpor qué? ... asuvez ... ;qué paso? ;tomaste multiplos?

Claro, son multiplos.

(Por qué tomaste multiplos? ;No te bastaba con que estén en el mismo plano? ;ademas tenian
que estar sobre ..... ?

No, no me bastaba. [risa de todos]

.Y los vectores ahora donde estan? ;A ver?

Yonosesi...osea...sison cualquiera ... las componentes digamos ... seiriaa ...

Si avala tu teoria ...

... seguiria teniendo la misma validez.

Fijense, yo pensé que el se iba a levantar e iba a escribir tres vectores cualesquiera donde la
tercera componente fuera cero, pero que se iba a arriesgar a poner cualquier cosa adelante, pero
el no eligio cualquier cosa, el tuvo miedo también ...

Si. No estoy tan seguro de lo otro.

Parece que tenia miedo que le fallara su teoria.
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Si yo me baso unicamente en lo que yo lei ... yo ...no pienso en los nlimeros ... pero todavia
me da cierta incertidumbre digamos porque no ... no lo comprobé ...

Tenés incerteza ...

Porque encima ahora, no s6lo podemos decir que estan en el plano xy, sino que podemos decir
algo mas de estos tres vectores ... /que estan como? ... fijense como son ...

Que son colineales [casi todos al unisono]

Estan en la misma recta. Son multiplos.... que estemos seguros que son multiplos ... a ver ....
(por qué decimos que son multiplos? Por ejemplo ;como puedo obtener el segundo a partir del
primero?

Multiplicando por -1.

(,Como puedo obtener el altimo?

Dividiendo por 2.

Hicimos el primero con los otros dos ... Ahora tomemos el del medio, por ejemplo .... Bueno,
ya dijimos como podemos obtener el segundo a partir del primero .... A ver ;podemos obtener
el primero a partir de los otros?

Si, multiplicando éste [sefala el tercer vector]

(Necesito hacer intervenir el altimo?

(Cémo?

Voy a cambiar la pregunta .... jte animas a escribir la CL por la cual resulta el vector (2,4,0)?
... (2,4,0) ;igual a qué? [Silencio] La CL del (2,4,0). ;Puedo decir que es CL de los demaés,
realmente?

La verdad es que se puede decir que es CL de otro vector, sin que participe el tercero o el
segundo.

(Estaria mal decir que es CL de los restantes?

Yo creo que no.

(Estarlamos cometiendo un error? Lo que pasa es que me gustaria que esta pregunta la
contesten después que logre escribir eso. Me parece que va a ser mas efectiva no.

Profe ... y en R? ... por ejemplo cuando son paralelos ... son LD ...y yo puedo hacer una CL,
por ejemplo escribiendo un vector y poniendo ... o sea ... el doble de ese vector ... ahi van a ser
proporcionales.

Exacto ghablando de dos o de tres vectores en R*? A ver, me perdi.

De dos vectores.

Si, claro, pero el problema es que ahora estamos en R”.

Para analizar la dependencia digo.

Si, si ... Fijense que los primeros que nombraron la cuestion de la dependencia fueron ustedes
.... es decir ... surgio de la tarea pero ... me parece muy interesante que no la haya introducido
yo que justamente es el tema central de la cuestion ... pero todavia no entiendo E como usarias
... El de alguna manera lo esta usando ... quiso traer lo que sabe que sucede en R’ lo quiso
traer a R?, con un error que ahora lo vamos a tener que trabajar.

Todos los vectores son multiplos de otro, no son LI.

No son LI. Exactamente ... si ... Lo que pasa es que aqui hay una cuestion semantica. Si vos
logras escribir el (2,4,0), después que lo escribieras, me hubiera gustado discutir algo que era la
cuestion de si podemos decir que es CL de los demas, o ;estd mal dicho eso?

(No podés escribir el (2,4,0) como CL? ;No? ;En serio?

A simple vistano ....

Bueno, hagamoslo entre todos. A ver ... [escribiendo en el pizarron (2,4,0)= ] (Como podemos
escribir (2,4,0) como CL de los demas?

(De los otros dos, profesora?

De los otros dos.

Del (1,2,0) porque es el doble del otro y van a ser proporcionales.

Bueno ;como escribirian? Ustedes dictenme, y yo escribo. ... A ver ;como decis E?
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E Primero el vector (1,2,0) ....

N Acéapongo (1,2,0)

E Seria asi [se levanta y escribe en el pizarron] Estos son los vectores [escribe (1,2,0), (2,4,0) y
luego ’;—2:;—2:%:% y dudando como seguir, escribe 1d, donde se detiene]. Estos serian LD.

1 2

N El conjunto de esos dos vectores ...

E Claro. Sacaria el cero [se refiere al cero de los vectores]

N Habia dicho de sacar el cero!

A Pero siguen manteniendo ...

N ;Siguen siendo vectores de R*?

A A mi me parece que si. Un plano se mantiene en el espacio.

N ;Vos no podés pensar esto mismo, pero sin quitar ese cero?

E Puede ser

N O lo que te dio miedo es el cero sobre cero. Si. [Risas de todos]

E Eso. Lo que resulta es que uno es el doble del otro [con lo que quedo escrito ’;—2=;—2=%=%= 2]

1 2

N Nunca pensé que ibamos a terminar en esto, pero, el cero sobre cero ... uno tiembla ... porque
vivimos los profesores diciendo que eso es una indeterminaciéon matematica, que etc., etc., pero
fijate que lo que vos estas buscando con este procedimiento es un nimero que multiplicado por
uno, te de el otro ... en realidad eso es lo que estas buscando ...Aca te das cuenta que al primero
lo tengo multiplicar por dos para obtener el de abajo, que es lo que sale de estos cocientes.

D El cero sobre cero no va a importar, cualquier nimero lo va a hacer cero.

N Claro. También el dos sirve para el cero ... dos por cero es cero. Por eso no tenemos que tener
miedo de dejar ese cero ahi. De todas maneras, se supone que de aqui sale una constante que te
va a servir para escribir aquello [sefiala la CL inconclusa del vector (2,4,0)] ;Te animas ahora a
escribir aquello?

E [Niega con la cabeza]

N {No puede ser! Lo descubri6 de aca. Hay algo que les estd impidiendo escribir.

D Yo si[Se levanta y escribe con entusiasmo (2,4,0) = 2(1,2,0) y (2,4,0) = -1(-2,-4,0)]

N El no sélo escribié a uno de ellos en funcion del otro, sino que también al mismo en funcion del
tercero. Claro, lo que pasa es que C escribidé unos vectores tan particulares que en realidad los
puede conectar todos ... eh ... pero suponte que no hubieras escrito lo ultimo ... ;yo puedo
decir que el vector (2,4,0) es CL de los demas? ;en plural?

A Si, si yo logro encontrar escalares que satisfacen la igualdad ... si al otro vector lo
multiplicamos por el escalar nulo ....

N Eso esta prohibido?

A No, diria que no.

N A ver, escribilo [dirigiéndose a C que esta junto al pizarrén] ... si, alli, al final.

C (Aca?

N Si, ahi ... aunque no lo estemos ‘usando’ al vector, lo podemos pensar como que estd
multiplicado por el escalar cero, y cumple con la definicion de CL. Muchas veces se entra en
conflicto con estas cuestiones ... [pensamos] ‘No, no es CL de los otros dos, lo es de uno solo’.
No, si es de uno, también lo es del otro. Ponemos el escalar cero y listo. Bueno, vamos a ver si
lo que hizo C esta bien o no. Ese conjunto, en cuanto a la DL o IL ;cémo lo caracterizamos?

Todos LD

N LD, no nos cabe ninguna duda .... Me llama a reflexionar que ¢l hizo dos cosas, puso los ceros
atras para asegurarse que se los pueda pensar como vectores del plano, para que hubiera DL,
pero ademas puso una proporcionalidad ... es como que se quiso requeteasegurar. Yo ahora
tengo ganas de preguntar ;qué hubiera pasado si hubiera tomado cualquier otro, no? es decir ...
este otro [levantandose y escribe en el pizarron {(1,2,0), (2,3,0),(4,5,0)}]

C Si, también.
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N Abhora estas con un poco mas de confianza.

C Abhora estoy seguro.

N Ya ahora ac4, no se si son tan evidentes las CL. ;Qué deberiamos hacer?

C Yo represento en un eje cartesiano y ahi ... digamos ... yo creo que si, porque voy a poder
escribir los tres y seguramente uno lo voy a cortar ... si yo dibujo la regla del paralelogramo,
seguro va a haber una CL , seguro, seguro ....

N Lo que pasa es que estoy viendo una integracion muy clara de propiedades que no se si estan
teniendo en cuenta. Porque vos estas usando algo muy fuerte que fue, pretender pensar estos
vectores, que no hay ningin impedimento, pensarlos como vectores de un plano y ademas
dijiste algo ... yo estoy tratando de sintetizar lo que dijiste ... ademas dijiste que si son tres
vectores en el plano, que es un espacio de dimension dos, no pueden ser LI. E esta usando algo
muy fuerte que no se si maneja el resto. Por ejemplo ... a ver ... ;jcuantos vectores tiene una
base en R*?

A Dos.

N Es decir, eso lo tienen todos claro ... si me aparece un conjunto con tres vectores, uno de ellos
es CL de los restantes, y eso es suficiente para decir que ese conjunto /como es?

TodosLD

N De todas maneras, si nos quedara la duda, o que haya alguien que no se convenza con esto que
estamos diciendo... Es muy probable que alguno de ustedes no esté muy convencido que suceda
eso ;qué podriamos hacer para convencerse que ese conjunto es LD? ;Qué es lo que
normalmente hacemos cuando ...?

B Igualar al vector nulo y resolver el sistema.

E Eliminacion de Gauss

N (En el contexto de las matrices?

E [asiente con la cabeza] Seria hacer el determinante

N De alguna manera se vincula con el determinante. Buena variante .... Haria el determinante ... a
ver ... /qué podria pasar con el determinante de esa matriz?

E De acuerdo al rango ...

N ;Qué¢ interesante no! .... Armaria una matriz con los vectores .... ;como los pongo? ¢Estan
entendiendo lo que ella esta diciendo? Ella se fue de la DL de los vectores de R® al determinante
(via qué? ;qué esta usando?

E De acuerdo al resultado voy a saber si son dependientes o no ...

A Claro, pero como en este caso los tres tienen la ultima componente cero ... y si una fila o
columna de una matriz..... tiene una columna nula, el determinante va a ser cero.

N Claro. Lo que pasa es que estamos hablando de una matriz que no la estamos viendo. ;Todos la
estan imaginando? ;Vos también? [Dirigiéndose a F]. Podemos escribirla.

C Pero, aparte también el rango seria menor que n, o sea, el rango ....

N (Aca n cuanto es?

C Tres. En vez de tener el rango fila, tomo el rango columna, y como es todo cero, elimino. Y
entonces ... seria como obtener el vector nulo.

N Fijense, hemos saltado de la dimension, a la base, al rango, al determinante. {Cémo estan
integrados tantos temas! Bien, este es el determinante al que vos te referias, no es cierto
[mostrando lo que escribidé A en el pizarrén, que es: % g § ]. Bien. ;Qué esperabas sacar de
aca? [dirigiéndose a E] porque vos dijiste que segun el resultado ....

E Si el determinante fuera distinto de cero, seria LI.

N Claro, y este determinante ;como es?

E Tengo que hacer .... Tengo que desarrollar por los elementos de una fila.

N /Tiene que hacer algo? [dirigiéndose al resto] [Algunos niegan con la cabeza]

A Hay que aplicar propiedades.
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No tiene que hacer nada. ;Por qué no tiene que hacer nada? Estd dominando mejor la teoria que
la practica.

Porque hay una columna nula

Claro, hay una columna nula y hay una propiedad que nos dice que es nulo. Entonces, fijense,
que en vez de plantear una CLN, etc., etc., basta con hallar el determinante pero, ;por qué aca
tenemos la posibilidad de estudiar el determinante? ;Siempre podemos armar un determinante a
partir de un conjunto de vectores de R"? [silencio] Piénsenlo ;Siempre hay presente una matriz
y encima cuadrada?

Cuadrada, cuadrada, ...., pero si no fuera cuadrada ....

Porque si yo le quito un vector a este conjunto, nos queda una matriz de 2x3, y el determinante
.... Quiere decir que aca se daba la posibilidad y ustedes la encontraron. Bueno, realmente E
fue la que introdujo la idea de usar el determinante. En este caso es muy util. Ni siquiera
necesitamos verla armada, vemos esos ceros atras, nos imaginamos la columna, el determinante
es cero. Quiere decir que no hacia falta ser tan meticuloso, poniendo componentes
proporcionales. A ¢l [sefialando a C], el miedo le hizo poner esos vectores, pero por supuesto
que no estropeo el conjunto. /No es cierto? Sigue siendo un conjunto LD, lo que pasa es que
encima son vectores de la misma recta, que ademas estan en el espacio.

Si, eso nos da la libertad de escribir otros vectores ...

Ahora, ¢l [refiriéndose a C] en un momento se pard y dijo algo de que el rango era menor que n.
En este momento, n es 3, el rango es menor que 3 en esta matriz de la que estamos hablando.
Pero ¢eso es suficiente para hablar de qué? ;me permite decir algo sobre la DL también?

No.

No, eso es para determinar si es indeterminado o no ...

El rango lo asocian s6lo con los sistemas, con los sistemas de ecuaciones ...

Para la clasificacion ...

Es cierto que estan muy asociados pero ;puedo hablar de rango sin sistema, o no? ;Puedo hablar
del rango de una matriz sin que existan los sistemas?

Todos Si

N

z0Z OZ O

De hecho, el concepto se define en las matrices y después se los traslada a los sistemas. Pero, mi
pregunta tal vez no esté clara ... El hecho de que el rango sea menor que tres ;habla de DL
también? [Silencio]

Si ... porque va a haber una fila nula ... Si, porque de alguna manera habla del cardinal. Por
ejemplo, si el rango es dos, entonces estoy hablando del cardinal de ese conjunto ...

Que es dos, esta por verse ... puede no ser dos. A ver, volvamos al conjunto propuesto por C.

Si, puede ser, pero tomemos el caso de que haya uno que podamos eliminar, entonces ya de por
si, va ser menor a n. Seguro que no va ser n.

Es suficiente para decir que no es tres.

Si. Entonces el cardinal ya es menor.

Si, el rango es menor, y eso te da a vos la idea de la presencia de una DL del conjunto de esos
tres vectores. No ... me quedé pensando ... y estoy tentada de hacer una pregunta, pero yo soy
consciente de que no se trabaja mucho el concepto. El conjunto de vectores que vos fabricaste
[dirigiéndose a C] terminaron siendo vectores de una recta ... ;cudl es la dimension del espacio
vectorial que generan? [silencio] Esos vectores generan un espacio o subespacio, como quieran
llamarlo ;cudl es la dimension de ese espacio? ... Y tiene que ver con, cuando yo te interrumpi,
y dije, hay que ver si el rango es dos. Porque si hacemos la eliminacion gaussiana que recién
proponia E ;ustedes saben lo que va a pasar? justedes se imaginan qué es lo que va a suceder?

2 40
Ah, yo estoy hablando de aquella, de la primera matriz [y escribe en el pizarrén |-2 -4 of ] Si,
120

esta, porque este otro conjunto lo escribi yo. Tal vez no les resulte muy facil ver pero, por todo
lo que hablamos respecto a que cada uno es multiplo del otro. Es bastante facil pensar qué va a
suceder cuando pretendamos hacer la triangulacion.
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Es uno.

Se va a anular todo.

( Todo?

O podria hacer Sarrus, porque es de 3x3 ...

Claro, pero el determinante ya lo conocemos y Sarrus nos va a arrojar el determinante.

Como eliminamos una por la columna de ceros, y después sumamos las otros dos, es facil ver
que es dos, mirando las columnas que es mas facil que mirar las filas.

El rango de esta matriz es uno, es como dijo D. Pero lo que yo me pregunto es ;necesitamos
hacerlo para saber lo que va a pasar con esta matriz?

No, porque son multiplos.

Aparte, al ver que uno es el opuesto del otro ....

Ustedes se mueven en el contexto aritmético pero (qué dijimos al principio qué sucedia con
estos vectores?

Que estan sobre una recta.

Eso, estan sobre una recta y ;cual es la dimension del espacio R?

Uno.

Quiere decir que en realidad no necesitamos hacer nada. Bueno, en algin momento pregunté
sobre si necesitabamos hacer algo, pero cuando pregunté cual es la dimension del espacio que
generan esos tres vectores .... es un espacio de dimensioén uno, pero proviene de pensar que al
final dijimos que eran vectores de una recta. Yo les digo que la conversacion esta muy
interesante, pero ustedes todavia no me contestan ni la primera tarea. A ver, vamos a redondear
;contestamos alguna? Por lo menos entre todos, con esta presentacion que hicimos acé [sefala
los conjuntos del pizarrén], que derivd en muchas otras cosas muy interesantes, porque ustedes
vieron que esta conectado con todo. ;Estamos convencidos que contestamos alguna de ellas?

Si

(Cual?

La tercera.

La cuarta.

La cuarta, la que tiene tres vectores donde cada uno es CL de los restantes. Porque no lo vamos
a escribir, pero es cierto que cada uno [sefialando el conjunto en cuestion] se lo puede escribir
como CL de los demas. Van a aparecer nimeros racionales, -1/2 ... negativos... Entonces,
tomemos ese conjunto como la respuesta de C al punto cuatro. Bien. Avancemos con los otros
tres, a ver si podemos contestar. Si les pido un conjunto de tres vectores donde dos, y sélo dos
sean CL de los restantes ;qué harian? ... o si prefieren con uno, o cero ....

Yo escribiria un vector multiplo de otro, y el tercero, todos nimeros primos 5, 7 y 3, para que
no sean divisibles por los dos.

(Pero coprimos en la misma terna? 3, 5, 7 ;eso te va a servir?

Claro, yo estoy pensando, por ejemplo 1, 2, 3 el otro 2, 4, 6, para que sean CL, y el tltimo se
puede poner 5,7 y 1.

5, 7 y 1 son coprimos entre si ... lo que me quedé pensando es si eso es eficaz. Haceme un
favor, escribi alla ese conjunto que acabés de decir para que lo podamos ver todos. El, con esto
quiere responder a la situacion donde solo dos son CL. [D se levanta a escribir en pizarron]|

Lo que yo no entiendo es ... como que uno sea CL ... ese me esta resultando ... ;que sea CL de
cual digamos? [A asiente con la cabeza como coincidiendo en la problematica]

Si, probablemente éste sea el que mas les cueste. Con uno so6lo. A ver ;porqué te cuesta? El de
uno, es interesante, analizar esto. ;Por qué, para que haya uno y solo uno esta costando? ... a
ver ... [Mientras D escribe en el pizarrén {(1,2,3),(2,4,6),(5,7,1)}]

Hay que hacer operaciones lineales ....

LY?

Claro, por eso, si es uno solo ...

Si, quiero uno solo.

CAPITULO VIII 174



283.
284.

285.

286.

287.
288.

289.

290.
291.

292.
293.
294.
295.

296.
297.

298.
299.
300.
301.
302.
303.

304.

305.
306.

307.

308.
309.
310.
311.

a za0

z

A--No)

zw z202=n 2=

Zp»ZpZp

Zz 0Oz

Z» Z >

Aunque podria formarse otro conjunto que sea CL ....

No, no, esa no es la idea de la tarea ...eh ... la de formar otro, no ... ;Por qué decis que es un
impedimento?

Por eso que dijo €l [sefiala a B]. Porque si yo digo CL me imagino que tiene que ser CL de otro,
y si es de otro, entonces ese otro, es a su vez CL del primero.

Acé vamos a descubrir ... no se si las chicas estan siguiendo la conversacion... la existencia de
que haya uno y so6lo uno, se tropieza con otra idea, que es correcta, que cuando existe que uno
es CL de otro, la CL es mutua, lo tnico que va a cambiar, es el escalar. ;Eso lo tienen claro? La
dependencia es mutua, salvo un caso, que es el yo estoy buscando que digan.

Tal vez sea CL de si mismo.

O CL de la base donde se encuentren ...

Mira, lo hicimos escribir [sefiala el conjunto que escribié D en el pizarron] pero lo vamos a
dejar en suspenso, porque surgio esta otra conversacion. Ahora vamos a trabajar con ese. Pero a
¢l [senala a C] le preocupa la busqueda del conjunto con uno y s6lo uno, porque es como que
dice que siempre viene uno y su pariente. Lo voy a traducir [dirigiéndose a C] (Ustedes lo
sienten asi? [dirigiéndose a las muchachas] Me parece que E, no esta de acuerdo.

No lo veo.

(No lo ves que vienen de a dos? Digamos, si el vector u es CL de v ;vos no sentis que v es CL
de u, que solamente hay que ajustar el escalar?

No, no lo veo.

(Quién se lo podria contar? ;Pueden aclarar eso?

La operacion inversa ... se obtiene el vector segundo a partir del primero.

Claro, si alli ... [sefalando el conjunto {(2,4,0),(-2,-4,0),(1,2,0)}] al segundo, lo puedo escribir
como el primero por -2, al primero, lo puedo escribir como el segundo por -1/2, seria ;0 no?
(No te parece que es asi?

Por un pasaje de términos también.

Claro.... Ni siquiera tenemos que esforzarnos haciendo un calculo mental, sino que podemos
escribirlo ..., pero no todos los alumnos llegan a ese concepto. Ahora, bueno, todos parece que
vienen en pareja, pero si yo pregunté, es porque parece que hay una respuesta. ;Cual es? Hay
que buscar un caso donde uno sélo sea CL.

No estoy seguro, pero jsi se relaciona con los vectores unitarios?

A ver como seria ... los vectores unitarios ;te referis a las bases candnicas?

Claro.

El (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1) ;y qué hariamos con eso? ;a ver?

Y ... podria ser que un vector sea CL de esos vectores ...

Y entonces quiza ... ;jno se los podria escribir como CL del otro? ;por qué habria una
excepcion? Habria que jugar un rato no, pero tedricamente no le encuentro ... no se los demas.
El hecho de que justo sea un vector canénico, un vector de la base de R? ...

Puede ser que un vector .... Si yo incluyo el vector nulo .... Puede que lo multiplique ... por
ejemplo, si yo tengo dos vectores, y un vector nulo, y yo multiplico un vector , puedo igualar a
cero ...

Perdon, dos vectores ;como?, porque acordate que no quiero que haya otra CL.

Si.

Algo que vamos a tener que mirar atentamente. [Silencio] El esta redondeando una idea, vamos,
a dejar que la redondee. ;Algun otro tiene otra idea de cémo lograr que haya uno y s6lo uno?
Nos fuimos de lo tuyo [sefialando a E y al pizarron]... [silencio]

No se, a mi se me ocurre otra cosa pero...

LA ver?
Que los tres vectores tengan las mismas componentes, que sean iguales.
mmmmm .... ;,Qué tiene in mente? ;Eso iria contra qué? Porque escribir por ejemplo, entre

llaves, el vector (2,3,0), (2,3,0), (2,3,0).
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Tendria uno sélo.

(Es licito? No me preocuparia que fuera contra la independencia porque lo que aca va a surgir
es un conjunto LI pero ;va contra qué?

La reflexividad ;puede ser? [Risas de todos]

En la parte de funciones, habia un caso, donde por ejemplo habia dentro de un conjunto ...
habia dos vectores iguales, entonces el conjunto se reducia a ese solo vector.

La verdad que ... eh ... otra cosa que jamas pensé que iba a surgir. En un momento se deduce
una propiedad ...cuando se habla de ... digamos, propiedades que surgen de las definiciones de
CL, base, dimension, en un momento hay una propiedad que dice, ‘si dos vectores son iguales,
entonces el conjunto es LD’. De alli, ustedes pueden agarrarse fuertemente con que realmente
hay conjuntos donde hay vectores iguales, pero esa propiedad aparece en un contexto tedrico
;qué significaria tener esto aqui? A ver ... por ejemplo, si yo les digo a ustedes [escribe en el
pizarron {(2,3,1), (2,3,1), (2,3,1)}] Bueno, de alguna manera lo dijo recién C. Esto ;esta bien
escrito en la teoria de conjuntos? Pensando en la teoria de conjuntos [silencio] Tiene que ver
con lo que acabas de decir [dirigiéndose a C]

Si, los tres se reducen a uno.

En un conjunto, no se repiten los elementos. No puedo escribir un conjunto que diga {a,a,a}, es
una norma. Por eso habria que aclarar, ordenar lo que decimos, porque decimos mal ... Esto
[sefialando el conjunto recientemente escrito] ... esto, en realidad, es este conjunto [escribe
{(2,3,1)}]. Pero, pensando en la teoria de conjuntos nomas ... una regla que dice que no se
repiten los elementos. Quiere decir que esta idea en realidad no responde a la tarea porque tengo
que escribir un conjunto con tres vectores. A ver ... otra idea .... [aclara algo a F que esta
resolviendo en la hoja]

Puede ser que tenga un conjunto de vectores (1,0,0), (0,1,0), y el vector nulo ... y yo pueda ... si
Expresa lo que pensaste ja ver?

O sea, lo que yo no se como ... de alguna forma tenga el vector nulo, y entonces, uno de ellos
puedo escribir como CL del vector nulo, pero al vector nulo no lo puedo escribir como CL del
otro porque multiplicando cualquier escalar por el vector nulo voy a obtener cero y seria distinto
del vector original, digamos. No se si se entiende.

Yo creo entenderte, pero también creo que hay algo que no anda bien ahi. Pero me parece que
vale la pena, porque a lo mejor, estds queriendo hacer en el aire, y sin escribir, estas
confundiendo alguna cosa. Vos dijiste, no puedo escribir, a lo mejor podés escribir. El propuso,
algo en lo que andaba también cerca A, que queria agarrar algunos vectores de la base canonica.
Yo quisiera que quede claro que no es indispensable la base canodnica para asegurarse que €sos
dos otros sean independientes, podria agarrar un multiplo de los vectores canonicos, por
ejemplo, en lugar de (1,0,0) podria ser (3,0,0), u otros dos ... Eso me gustaria que quede claro
que no es indispensable agarrar los vectores de la base canodnica, lo que pasa es que nos
queremos asegurar, que no sean CL, entonces esa es una manera de estar seguros. Vamos a
escribir lo que vos decis para ver si realmente nos lleva a algo. ;Escucharon lo que dijo? El
quiere usar ... ja ver si entendi bien? ... Veni, escribi vos .... Dos vectores de la base canodnica,
y el tercero ... a ver si es cierto ...

[Escribe en el pizarréon el conjunto {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,0)]

Ahi estd ... a ver ;qué critica le podemos hacer a este conjunto? Si es que la tiene. A lo mejor
no tiene ninguna critica. Piensen bien. Quiero que uno sea ... ;Quién se anima? ;Cual seria
candidato a ser CL de los restantes?

El vector nulo.

Claro. Siempre se dice que el vector nulo es CL de cualquier vector. (No es cierto? ;Lo
escucharon? Bien. Quiere decir que los otros dos tienen que ser linealmente independientes. Me
tengo que asegurar que sean LI ;vos eso trataste que sea asi?

Claro, claro. Por eso no estoy seguro de que mi conjunto esté bien.

Si multiplico por cero ;no me va a dar el vector nulo?
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(A cudl?

A cualquiera. Si multiplico por cualquier nimero al nulo me va a volver a dar el nulo.

Si, lo que pasa es que eso habria que escribirlo, para ver si contradice lo que realmente creemos
que contradice. Vamos a cefiirnos exactamente a lo que dice la tarea. Quiero que uno y solo uno
sea CL de los restantes, quiere decir que a los otros no los tendria que poder escribir como CL
de los otros dos ;si? Intentémoslo.

Claro, pero....

A ver. Intentemos que el nulo sea CL de los restantes. ;Como escribis eso?

[escribe (0,0,0) = 0(1,0,0)]

Si, tomaste del primero ...

Y del segundo también ...

Pero dijimos que podiamos tomar ..... ;hay algin problema si le agrego mas? A ver, ponelo ...
No

[completa hasta tener (0,0,0) = 0(1,0,0)+0(0,1,0)]

Cuando leemos eso estamos leyendo que ese vector nulo es CL de los otros dos ¢si 0 no? ;Estan
todos de acuerdo?

Si multiplicamos todo por ceros .... Ya no va a ser el mismo conjunto ... los mismos vectores

Pero ... ese conjunto es LD porque tiene el vector nulo .... y poniendo todos ceros ... tenemos
la solucion trivial ...

;Solucion de qué?

Esta, es la CLNT.... Y cuando eso pasa ... son LI [Algunos asienten con la cabeza].

(Vos te referis a la CLNT que surge cuando resolvemos un sistema homogéneo?

Si, a esa.

Y ;cual es el sistema que estamos resolviendo aqui? [Silencio de todos]

(Los ceros surgieron de resolver algun sistema o los pusimos nosotros?

Los pusimos nosotros.

Y ... cuando decidimos que un conjunto es LI ;los ceros los ponemos nosotros?

Saltan como la tnica solucion [Silencio de los demas].

Si esto que escribimos en el pizarrén, no es un sistema ;qué es?

Una CL.

Y ... {qué dice la definicion de CL?

Que un vector es CL de otros si existen escalares ....

(Dice algo respecto a que no puedan ser ceros?

No [los demas asienten]

Bueno, aclarado esto ... sigamos

Y a este [sefiala el vector (1,0,0)] yo no lo puedo escribir como CL de estos dos.

(A ver? Estariamos cumpliendo bien la tarea.

[escribe (1,0,0)=  (0,0,0)+ (0,1,0)] Cualquier escalar que yo ponga aca [sefiala el primer
hueco que dejo en la expresion] me va a dar cero, y cualquier escalar que yo ponga aca [sefala
el segundo hueco] ... si yo multiplico por un escalar, por tener este 0, nunca voy a lograr este 1.
Justamente, estamos logrando lo que queriamos. Que no pudimos escribir al primero como CL
de los otros dos. Vamos a escribirlo bien, para que no quede asi.

Cambia el igual por distinto

Incluso podriamos haber puesto un alfa y beta ahi. Ahora, podemos intentar lo mismo con el
segundo. Al fin, tenemos que ver los dos.

[Escribe (0,1,0)= (0,0,0)+ (1,0,0)]

A ver qué problema surgiria aca. ;Por qué realmente eso no funciona?

Por lo mismo. Cualquier escalar que ponga aca [sefiala el segundo hueco que dejé en la
expresion] la segunda componente se hace cero, y segun el primer miembro, tiene que ser 1.
iAha! ;Qué sacamos como conclusion? Si quiero uno y sélo uno ;/a quién tenemos que incluir?
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Todos Al nulo.

N Al nulo.

D Los otros pueden ser coprimos entre siy ....

N Los otros, tengo que ver que no vayan a ser multiplos ...

D Podemos poner (5,7,1) ...

N El tiene el recurso de los coprimos ... pero, cuidado, que cuando hablas de los coprimos, me
parece que estas pensando en los coprimos dentro de la misma terna, y vos necesitas que sean
coprimos con los otros. Eso es algo que todavia nos falta trabajar. Si, si ... ;Ustedes estan de
acuerdo conmigo que este es el punto mas pensado?

Todos Si.

N Si, yo también. Para seguir con la tarea, podés terminar [dirigiéndose a D] esa otra tarea que
quedo pendiente. jAha! teniamos: {(1,2,3),(2,4,6),(5,7,1)}. Ah, es evidente que el primero es un
multiplo del segundo.

Todos Si

N Capaz que aca podriamos sacar alguna conclusion muchachos. Cuando se trata de dos vectores,
la DL ;viene via qué? Una manera facil de encontrar ...

C Cuando son multiplos.

N Cuando uno es multiplo del otro ... viene por ese lado ... Quiere decir que cuando son dos
vectores, es muy facil encontrar una CL, me fabrico un multiplo ... pero no a todos los alumnos
le queda claro eso ... Bien, para que el tercero no sea una CL ;como lo intentaste?

D Que no sea multiplo ... que no se pueda dividir por un nimero y me de el otro ... que
multiplicado por un nimero me de el otro ...

A Si, pero en el caso en que ese sea el punto que tenemos que buscar, que uno sea CL del otro. Si
el primero multiplicamos por 2 obtenemos el segundo, y si al segundo multiplicamos por 'z
obtenemos el primero ...

N Pero, esta bien, queriamos dos aca eh ... dos, exactamente dos ...

A A no, crei que [y muestra lo que se estuvo desarrollando en el punto anterior]

N Ah...no...esteyaestd ... erael nulo, y los otros dos que no sean parientes, digamos ...

C [Dice algo ininteligible]

N Me preocupa la fabricacion del tercero porque tiene que suceder que el tercero, no sea CL de los
otros dos. Porque quiero dos y solo dos. Y D recurre al recurso, valga la redundancia, de los
coprimos, pero me deja pensando ... yo confieso que tendria que pensarlo un rato mas ... El
toma coprimos entre si (5,7,1) ... pero ;es equivalente eso? ... claro, es para que no sean
multiplos todos de un mismo nimero ... Si son coprimos entre si, como el 5, el 7 y el 1, no
pueden ser multiplos de un mismo numero, y ese numero seria el candidato al escalar. ;Se
entiende lo que estoy diciendo? ;Quién te ensefid esa estrategia?

D Yo no lo pensé para que no sea multiplo sino para que sea independiente como usted dice ...

N Lo que pasa es que a mi hasta me sorprende que sepas lo que son los coprimos [Risa de todos]
Pero mi cautela se debe a que, por ejemplo, en el conjunto {(1,2,3),(2,3,4),(3,5,7)}, la ultima
terna tiene componentes coprimos, y sin embargo, es la suma de las otras dos. Asi que, hay que
tener bajo control todo.

D Claro, es CL.

N Bueno, como podriamos probar realmente que este conjunto cumple las condiciones de la tarea.
Escribiéndolo ;jno? Seguramente vamos a poder escribir el primero como CL del segundo y
para usar el tercero ... si tengo ganas de usar también el tercero ;qué puedo hacer?

A El escalar cero.

N Claro, hago que lo uso, pero no lo uso en realidad. Cuando escribo el segundo en funcion de los
otros dos, al primero le pongo el escalar que le corresponde, al otro cero y, supuestamente, al
tercero, no deberia poderlo escribir. Ahora, cuando uno en matematica no puede escribir, no
esta seguro de que no exista.

A Pero alli estariamos usando los tres si le ponemos el escalar cero.
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Si, pero no significa que a ese lo pueda escribir ... a ese ... El proposito es que haya dos y s6lo
que se puedan escribir como CL de los demas. Al tercero no lo vas a poder escribir. Y ese es el
punto que estamos tratando. Es decir, al (5,7,1) podemos escribirlo como una alfa por el
primero, beta por el segundo .... ;Como yo llego a estar convencida que no se puede escribir?
Soélo porque no los estoy encontrando ;en matematica es asi? ¢ funciona asi la cosa? Si yo no lo
encuentro ;no existe?

No.

Puede deberse a mi incapacidad ;no es cierto?

Una cosa es que no lo utilice como en este caso ...

No, no tiene que ver con eso ... no tiene que ver con eso. Me parece que acd A esta
confundiendo algo. Si no lo utilizo, entonces no lo puedo escribir como CL, no ... no es eso lo
que estoy diciendo.

Yo por el escalar cero me refiero, como no hace falta, sabiendo que los dos primeros son
multiplos ...

Vos decis que no los pongamos ...

Claro, para facilitar ....

Lo que pasa es que a mi no me facilita ni me complica ;a ustedes les complica el hecho de que
... Miren, lo voy a escribir porque me parece que a A, a ¢l le preocupa ... Mird, aca es cierto
que dos y s6lo dos son CL, al (1,2,3) lo puedo escribir como % por (2,4,6); al (2,4,6) como al
primero por 2; molesta en algo si aca agregamos 0 por (5,7,1) y aca también. [Finalmente queda
escrito en la pizarra: (1,2,3)=1/2(2,4,6)+0(5,7,1); (2,4,6)=2(1,2,3)+0( 5,7,1)] ;Deja de ser cierto
lo que estamos afirmando porque no lo vemos? no. Al primero lo estamos escribiendo como CL
de los demas, al segundo también, y al tercero, no puedo, entonces, dos y s6lo dos, los podemos
expresar como CL. Cuando intentemos escribir el tercero, yo me trabo aca, porque que yo no
pueda escribirlo no significa que no existe /se entiende? Pongo los vectores para ..... para poder
concentrarme en los escalares [escribe (5,7,1)= (1,2,3)+ (2,4,6)], y empiezo a pensar en los
escalares ... empiezo a pensar en los escalares ... y no se me ocurre nada (eso significa que no
existe la CL? Tengo que buscar otro recurso [agrega alfa y beta quedando escrito (5,7,1)=
o(1,2,3)+p(2,4,6)]

Lo que yo decia ... Se me ocurre a mi que el ultimo vector ... cuando se expresa el primero y el
segundo como CL del ultimo se le haga pasaje de términos ... es lo tnico ... algo se va a dar del
otro lado.

Para versi ...

Si es CL de los demas ...

El dice: si existe tal combinacion deberia surgir de aca. [sefala las expresiones (1,2,3) = '4
(2,4,6)+0(5,7,1); (2,4,6)=2(1,2,3)+0(5,7,1)] {Qué decias B?

Si ahora hago el sistema, hallando el valor de o y B.

Es un recurso. Aca, cuando yo me paro acd y no encuentro esos escalares, vuelvo a decir, no
podemos deducir que no existan. Tengo que cambiar de recurso. Entonces, aca estamos viendo
otras estrategias.

B dice ...aca lo tengo ... bueno, yo les facilité poniéndoles alfa y beta. Es como que bueno,
pongamonos a buscar a ver si existen o no existen. Esto tiene un cierto trabajo, no. Hay que
plantear un sistemita que no va hacer homogéneo aca ;no? porque no tengo al vector nulo de
este lado ... bueno, no seria problema ... y ver si encuentro este alfa y este beta de tal manera
que cumplen esto. Bien, pero él [refiriéndose a A] dice que puede haber algo mas facil. Que es
intentar despejar de aca. Si los logro despejar de acé lo habré escrito como CL de los otros. Esta
bien lo que dice ;no? ;pero lo puedo despejar de aca? [sefiala nuevamente las tultimas
expresiones]

No, porque esta multiplicado por 0 y si lo paso, va a quedar dividido por 0.

Claro, yo paso este restando [sefiala la expresion /2(2,4,6)], queda 0(5,7,1); cuando quiero
despejar este vector ...
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D Vaa quedar dividido por 0.

E No se puede dividir por 0.

N Esa es la imposibilidad.

D Y podemos decir que no existe cuando resolvemos el sistema y no existe solucion.

N Claroy ;cuando te das cuenta que no existe?

D Cuando da indeterminado [enseguida repara en su error]

N Si es incompatible, por ejemplo ... pero, me refiero a ;jcomo te das cuenta? Por hay,
resolviendo, por un lado a te da 3, y por otro lado, te da -1, pero estamos en una situacion que
resulta incompatible. Les quiero preguntar, a ver qué opinan ... En este conjunto, donde hay dos
que son CL de los demas ;cuantos vectores LI hay?

Todos Uno

N Y ... ;donde teniamos uno sélo que era CL de los demas?

Todos Dos.

N (Y ninguno?

Todos Tres

N Claro, restan jno? Y para tres, van a decir, ninguno ;no? [asienten con la cabeza] Bueno, ya no
tenemos tiempo para trabajar esta idea. Con esto tenemos tres conjuntos, nos falta uno, que es el
de ninguno.

C VaaserLl...y,setoma la base.

N jAha! Se toma la base que es lo mas sencillo jno es cierto? Pero ;podriamos encontrar otros tres
vectores que no sean los de la base?

A Multiplos de la base también pueden ser.

N Y ;que no sean tampoco multiplos de la base? [Silencio]

N A ver, diganme, segin ustedes, el rango de una matriz ;tiene alguna vinculacion con la IL en
este caso?

D Si, por la definicion ... porque es el maximo numero de vectores LI ...

N Y ¢como lo hallan?

D Escalonando y contado las filas no nulas.

N Y esaidea ;no la podemos usar para construir este conjunto?

Todos [Silencio largo]

N

Bueno, chicos, los entretuve mucho, asi que les voy a pedir que esta segunda parte la contesten
directamente en el papel. FIN.
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